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Ziele

e Eine rekursive Folge mit Hilfe der Tabellenkalkulation und stlickweise definierten Funktionen
darstellen kénnen.

e Die exponentielle Regression auf eine Folge anwenden kdénnen.

e Den Wachstumsfaktor ermitteln kdnnen und den Zusammenhang mit geometrischen Folgen
erkennen.

Voraussetzungen
Schlerinnen und Schiiler

e kennen die Exponentialfunktion und geometrische Folgen
e haben Grundfertigkeiten in der Handhabung der Tabellenkalkulation.

Aufgabe
Die Fibonacci-Folge ist rekursiv definiert durch a; = 1, a; =1, a, = a,.1 + ano-

a) Stelle die Fibonnacci-Folge in der Tabellenkalkulation dar. Definiere in der Kopfzeile der ersten
Kolonne die ersten 20 natlrlichen Zahlen mit xf:=seq(n,n,1,20) (Index der Folge). Schreibe in B1
und B2 die Anfangswerte 1 und in B3 die obige Rekursionsformel. Kopiere diese Formel nach
unten. Benenne die Kolonne mit yf.

b) Betrachte das Wachstum der Fibonnacci-Folge. Handelt es sich um ein exponentielles Wachs-
tum? Zeichne dazu die Punkte (xf; yf) auf (Streu Plot-Scatterplot), fiihre eine exponentielle Reg-
ression durch und zeichne die Regressionskurve. Hat die Fibonacci-Folge exponentielles Verhal-
ten.

c) Bestimme den Wachstumsfaktor, bzw. den Quotienten der geometrischen Folge. Zeige, dass die
Folge der Quotienten zweier aufeinander folgender Glieder der Fibonnacci-Folge gegen das Ver-

V5 +1
2

héltnis q=

des Goldenen Schnitts konvergiert. Berechne auch p = 1 und g-1.
q

d) Der franzdsische Mathematiker Binet veréffentlichte 1843 eine explizite Formel

f, = L(qn —(—p)") far die Fibonacci-Folge. Zeige, dass diese Formel die Fibonacci-Folge exakt

V5

darstellt.

e) Definiere die Fibonacci-Folge rekursiv mit Hilfe der Vorlage ,Stlickweise definierte Funktion-Piece-
wise Functions®
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Lésung

a)

Es werden im Folgenden einige Mdglichkeiten fur die
Erzeugung von Folgen in der Tabellenkalkulation ange-
geben. In Kolonne A (Bild rechts, PC-Bildausschnitt)
wurde die Folge der ersten 20 natirlichen Zahlen er-
zeugt mit xf:=seq(n,n,1,20) in der Kopfzeile. Als weitere
Mdoglichkeit kann auch das Men( ,Folgegenerierung-
Generate Sequence” verwendet werden. Dort wird der
Befehl segn benutzt, welcher eigentlich fir rekursive
Folgen vorgesehen ist. Die entsprechende direkte Ein-
gabe in der Kopfzeile wéare dann seqn(n,{1},20).

In der zweiten Kolonne, welche wir mit yf bezeichnen,
wird die Fibonacci-Folge erzeugt. Setze dazu fiir B1
und B2 die Anfangswerte 1 ein und in B3 die Formel
~~=B1+B2“ Diese Formel kann auf zwei Arten nach un-
ten kopiert werden: Wahle bei der ersten Methode die
Zellen B3 bis B20 aus und wahle den Menibefehl ,Un-
ten ausfillen-Fill Down*.

Wiéhle bei der zweiten Methode (nur PC) die Zelle B3
durch Mausklick und fahre mit dem Zeiger an die rechte
untere Ecke der Zelle, bis ein + erscheint. Ziehe dieses
+ nach unten bis zur Zelle B20.
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=seqin,n,’1,20)
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B3| =b1+b2
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Farmula: uin)= |u(n—2)+u(n—1)

Initial Terms: |1_1

Ceiling “alue: |5000
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Die Fibonacci-Folge kann aber auch rekursiv im Men( ,Folgegenerierung-Generate Sequence” er-
zeugt werden (Bild oben, ,Begrenzung-Ceiling“ ist optional und bezeichnet den maximalen Wert der
Folge). Aquivalent dazu kann die Formel yf:=seqn(u[n-2]+u[n-1],{1,1},20) direkt in die Kopfzeile einge-
geben werden.

b)

Die Fibonacci-Folge wéchst sehr schnell, es kdnnte sich um ein exponentielles Wachstum han-
deln. Um dies nachzuprifen, erstellen wir mit den Listen xf und yf in Graphs&Geometry einen
~otreu-Plot-Scatterplot” (Funktionsmodus unter ,Graphiktyp-Graph Type*). Die einzelnen Plots
sind mit s1, s2, ...,s99 bezeichnet. Die Listen flr die x- und y-Werte werden in den Klappmenus x
und y gewahlt (Bild links unten, Koordinatensystem angepasst). Wir fihren eine exponentielle
Regression in einer neuen Calculator Seite aus (Bild Mitte, auch in der Tabellenkalkulation mdg-
lich). Die Regressionsfunktion ist in f1 gespeichert. Der Regressionskoeffizient (Bild rechts) ist

sehr gut, also ist die Exponentialkurve eine gute Naherung.

1.2 RAD AUTO REAL ] ?E::::}:u:nnent\.al Regression 0] RAD AUTO REAL i
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Die Funktion stimmt fir die T RAD AUTO REAL u RAD AUTO REAL [
kleinsten Werte nicht gut mit der R
Fibonnacci-Folge Uberein (Bild #10c)=a685-(1.6121)*
rechts). Stellt man aber die ¢
ganze Folge dar mit Achsenein- o
stellungen in .,,D|alog Achseneln- o atld-ases Lotz S £
stellungen-Window Settings®, so i e
ist die Ubereinstimmung sehr gut | =& k- b

(Bild ganz rechts).
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c) Wir bestimmen nun den Wachstumsfaktor q (Quotient der N e RAD AUTO REAL m
vermuteten geometrischen Folge) in einer neuen Kolonne 1 :

mit Hilfe der Quotienten je zweier aufeinander folgender = =approx(c]]
Glieder. Beachte, dass in der exakten Darstellung im Z&hler M 11| 89| 1aams| 16120
und Nenner jeweils wieder eine Fibonacci-Folge auftritt 8 12| 144] 233144) 16181
(Kolonne C). Mit approx(...) erhalt man numerische Werte o 13| 233] 377233] 16180
(Kolonne D). Diese konvergieren gegen das Verhéltnis des B 14 377 810577 16180
J5 1 15 15| e10| gs7eio| 16180 i
Goldenen Schnitts q = ~—— ~1.618 . Fir den Kehrwert R
des Verhaltnisses des Goldenen Schnitts gilt Gbrigens :imm\o AUTO REAL ]
_ 5-1 618034 2
p=l=q—1=—\/g 1z0.618. SN
q 5 ~wele. o L
. , . L 5+1 1.61803
Bemerkung: Der Quotient konvergiert auch fiir beliebige o
Anfangswerte, z.B. 8, 11 gegen das Verhéltnis des Golde- N —
nen Schnitts. o
1-g -.615034
i
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d) Berechne in Kolonne E (Bild oben rechts, PC-Bildschirm-
ausschnitt) die Formel von Binet und verifiziere die Uber-
einstimmung mit der Fibonacci-Folge in Kolonne B. Be-
achte dass die ndherungsweise geometrische Reihe von

=appr0xfﬁ

1 i3 il
2 2

1 1
1 2 1
der Form f, = a*q" mit ap = — ist und wie erwéhnt eine | ] L
\/g & 4 3 543 1.66BET
" . - . . } i} /3 1.6
gute Annéherung ist, ausser fir die ersten Folgenglieder. o

e

e) Wahle ,Stlickweise definierte Funktion - Piecewise Function” (Bild unten links) und definiere die
rekursive Funktion gemass Bild rechts. Bei so definierten rekursiven Funktionen stdsst der Hand-
held allerdings schnell an die Rechengrenzen.

‘ﬁm RAD AUTC REAL i FAD AUTO REAL i
i = il =l Done &
lbo(u—1)+ﬁbo(u—2),u>2
fibol2) 1
T fibo(3) 2
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o] fibol5) 5
[ fibo(20) 6765
|
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[ 0/99] 5/99
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