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Thema: Naherungsverfahren beim Losen von Gleichungen

Gertrud Aumayr TI-Nspire™ CAS

Schlagworte: Gleichungen, Bisektionsverfahren, Sekantenverfahren, Regula Falsi

Unterrichtsmaterial
Aufgabe

Bei manchen Schulern und Schilerinnen entsteht der Eindruck, dass mit den ihnen be-
kannten Methoden alle Gleichungen exakt I6sbar sind. Das ist leider nicht so.

Immer wieder ist man beim Lésen von Gleichungen auf iterative (schrittweise) Naherungsver-
fahren angewiesen, die zwar die exakte Losung nicht erreichen, ihr aber beliebig nahe kom-
men.

Gegeben sei im Folgenden eine Gleichung der Form f(x)=0, wobei die Funktion f durchgehend
gezeichnet werden kann.

In dieser Aufgabe werden exemplarisch Naherungsverfahren ausprobiert.

1. Das Bisektionsverfahren (intervallhalbierungsverfahren):

i. Suche zwei beliebige Startwerte a und b,
sodass die Funktionswerte an diesen beiden Stellen unterschiedliches Vorzei-
chen haben (etwa f(a)<0 und f(b)>0 oder f(a)>0 und f(b)<0).
Im Intervall [a;b] muss dann mindestens eine Nullstelle der Funktion liegen.

a+b
ii. Berechne nun die Intervallmitte , sowie den Funktionswert an dieser

Stelle: f(ib) )
2

a+b a+b
iii. Es gibt die beiden Teilintervalle {8;7} und {T;b}. Je nach Vorzeichen

a+b
von f(Tj I&sst sich entscheiden, welches der beiden Intervalle auf jeden

Fall eine Nullstelle enthalt.

iv. Somit hat man ein kleineres Intervall gefunden, das mindestens eine Nullstelle
enthalt. Dieses Intervall verwendet man und beginnt erneut bei Punkt ii.

v. Dieses Verfahren setzt man solange fort, bis man ausreichend nahe an einer
Nullstelle ist.
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Graphische Zusammenfassung des Verfahrens

Suche zwei Startwerte a, b, sodass f(a) und f(b)
unterschiedliche Vorzeichen haben

y

a+b
m=——0
5

Berechne

Waihle ein neues Intervall:

rickkoppeln

Jiterieren” Wenn f(a) - f(m) <0,

Dann wahle [a; m],
Sonst wahle [m; b]

Hinweis zu Ndherungsverfahren:

0C0

1BE?
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o Uberlege dir zu Beginn, auf wie viele Stellen genau der Ndherungswert berechnet werden soll —

also ein sogenanntes Abbruchkriterium

e Erfahrung zeigt, dass es glinstig ist, Startwerte in der Ndhe der zu berechnenden Nullstelle zu

wéhlen.
Aufgabenstellung

Bestimme mit Hilfe des Bisektionsverfahrens die Null-
stelle der Funktion f(x)=0,1-x - 0,5-x-2.

Begriinde, dass 3 und 4 geeignete Startwerte
sind.

a)

Verwende die Tabellenkalkulation des TI-Nspire
um das Verfahren durchzufihren.

Flge zunachst eine dritte Spalte ein mit der ,Hal-
bierungsformel“ und kopiere handisch die einzel-
nen Zellen.

b)

Vergleiche nun mit dem Screenshot rechts. Be-
grunde die Formel in der Zeile unten im Screens-
hot, die die Tabelle direkt erzeugt.

Hinweis:
Die entsprechenden Formeln miissen nur in der zwei-
ten Zeile eingegeben werden, den Rest erhélt man
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durch runterkopieren.

& |A B = D
1 L 4.

2 3. 3.5

3 3.25 3.5

4 325 iy

5 3.3125 3.375

6 3.3125| 3.34375

i 3.3125 3.32813

8 3.3125| 3.32031

91 3.31641, 3.32031

10| 3.31836| 3.32031

11| 3.31934| 3.32031
') 2 21007 rirwiar)
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2. Sekantenverfahren:

o

1BE?

O
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Zwischen zwei beliebigen Punkten des Funktionsgraphen (a,f(a)) und (b;f(b)) legt man eine
Sekante, d. h. man ersetzt im Intervall [a; b] die Funktion durch eine Gerade und schneidet
diese mit der x- Achse. Als neues Intervall verwendet man [b; xneu] Und beginnt von vorne.

Kurzfassung
i. Suche zwei beliebige Startwerte a und b
b-a

 f(b)- f(a) f(a

ii. Berechne X, =a

Vi.
Vii.
ist.

Wahle zwei Startwerte a, b

Berechne
bh—a :
riuckkoppeln e — f{a)
b)— fila
Lterieren” 7o)
Wihle ein neues Intervall:

[b; x

ne IJ]

|

Aufgabenstellung

Bestimme mit Hilfe des Sekantenverfahrens die Nullstelle
der Funktion f(x)=0,1-x-0,5-x-2.

a) Wahle -2 und 4 als Startwert.

b) Verwende die Tabellenkalkulation des TI-Nspire um
das Verfahren durchzufuhren.
Begriinde deine Vorgehensweise.

Hinweise:

Der Screenshot rechts zeigt in der ersten Zeile die Startwerte und
den berechneten Wert xqey, in der zweiten Zeile die neuen Inter-
vallgrenzen usw.

Entsprechende Formeln miissen nur in der zweiten Zeile eingege-
ben werden, den Rest erhélt man durch runterkopieren.
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Ersetze a durch b und b durch xe, und beginne erneut bei ii.

Dieses Verfahren setzt man solange fort, bis man ausreichend nahe an der Nullstelle

®|Aaa B bb C xneu

1 2. 4.10.571429
2 4,10.571429| 2.23688
3 10.571429| 2.23688| 14.6666
41 2.23688| 14.6666| 2.31752
5| 14.6666| 2.31752| 2.39424
6 2.31752| 2.39424| 3.96019
71 2.39424| 3.96019| 3.09882
8 | 3.96019| 3.09882| 3.27503
91 3.09882| 3.27503| 3.32401
10| 3.27503| 3.32401| 3.32014
11 3.32401| 3.32014| 3.3202
2 3.320141  3.32021 3.3202

bl—al
;‘ af—ﬂ'm’)- m




CAS — Projekt T3 Osterreich -CI’- -c"-

T* OSTERREICH

c¢) Welche Bedeutung hat der Bruch in der Formel fur X, .

b-a
f(b)—f(a)
Zusatzaufgabe

Beim Sekantenverfahren wird der Funktionsgraph jeweils im betrachteten Intervall durch eine
Gerade ersetzt und die Nullstelle dieser Gerade berechnet.

Zeige, dass die Nullstelle der Gerade durch die beiden Punkte (a; f(a)) und (b; f(b)) gleich

b-a _
Xnuisee = @~ Fb)— @) f(a) ist.

3. Regula Falsi
Das Regula-Falsi-Verfahren kombiniert das Sekantenverfahren und das Bisektionsverfahren.

i. Suche zwei beliebige Startwerte a und b,
sodass die Funktionswerte an diesen beiden Stellen unterschiedliches Vorzeichen ha-
ben (etwa f(a)<0 und f(b)>0 oder f(a)>0 und f(b)<0).
Im Intervall [a;b] liegt dann mindestens eine Nullstelle der Funktion.

b-a

—————. f(a) sowie den Funktionswert an dieser Stelle:
by fla)

ii. Berechne X, =a
f( X )-

iii. Es gibt die beiden Teilintervalle [a; Xneu] und [X 'b]. Je nach Vorzeichen von f(Xneu)

neu >
lasst sich entscheiden, welches der beiden Intervalle mindestens eine Nullstelle ent-
halt.

iv. Somit hat man ein kleineres Intervall gefunden, das eine Nullstelle enthalt. Dieses In-
tervall verwendet man und beginnt erneut bei Punkt ii.

v. Dieses Verfahren setzt man solange fort, bis man ausreichend nahe an der Nullstelle
ist.
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Graphische Zusammenfassung des Verfahrens

o

3

O

2
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Suche zwei Startwerte a, b, sodass f(a) und f(b)

unterschiedliche Vorzeichen haben

Berechne
g P
fb)—-fla)

Kpew =

rickkoppeln
Literieren”

Wahle ein neues Intervall:

Wenn f(a) - f(x,.,) <0,

Dann wiahle [a; X, ],
Sonst wahle [x,,,; b]

fa)

Aufgabenstellung . B bb Boeu B
Bestimme mit Hilfe des Regula—Falsi-Verfahrens =
die Nullstelle der Funktion " = -
f(x)=0,1-x-0,5-x-2. d d
210.571429 4. 2.23688
c) Begrinde, dass -2 und 4 geeignete Startwerte 3
sind. 2.23688 4, 3.03812
4| 3.03812 4. 3.25886
d) Verwende die Tabellenkalkulation des
TI-Nspire, um das Verfahren durchzufihren. | 3.25886 4.| 3.30747
Begrinde deine Vorgehensweise. 6| 3.30747 4. 3.31759
Hinweise: 7| 3.31759 4. 3.31966
Der Screenshot rechts zeigt in der ersten Zeile die
Startwerte und den berechneten Wert xpey, in der | 3.31966 4.| 3.32009
zweiten Zeile die neuen Intervallgrenzen usw. 9| 3.32009 4. 3.32018
Entsprechende Formeln miissen nur in der zweiten ||1°| 3.32018 4, 3.3202
Zeile eingegeben werden, den Rest erhélt man
durch runterkopieren. ! 3.3202 4. 3.3202
12 3 32N2 A 2 37N?
C —(Jf—ﬂ(.r])- %
—{fla
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Vorschlag zur Umsetzung

Zum Einstieg in die Aufgabe verwendet man die mitgelieferten TNS-Datei, die als Prasenta-
tion gedacht ist. Dort findet man im Problem Bisektionsverfahren_Demo eine Visualisierung
des Bisektionsverfahren, im Problem Sekantenverfahren_Demo eine Visualisierung des Se-
kantenverfahrens - sowie im Problem Regula Falsi_Demo eine Visualisierung des Regula
Falsi Verfahrens.

Es ist jeweils im Graphikfenster der Schieberegler zu betatigen.

Der Vollstandigkeit halber ist in diesem File auch jeweils die Rechnung (Problemname =
... Rechnung) durchgeflihrt, so wie sie von den Schiilern und Schilerinnen erwartet wird.

Exemplarisch einige Screenshots fur Bisektionsverfahren und Regula Falsi.

Regula Falsi

Bisektionsverfahren

-6.68 T

© 2016 T3 Osterreich 6



CAS — Projekt T® Osterreich TIT

1 || m‘ > *Naherungs.._v2 <

6.65 2
o | (3.4375,0.34314
< > N =b, '
: X
10 10

Man kann in dieser Datei auch experimentieren, indem man die Funktion andert etwa
auf f(x)=cos(X)—x oder f(x)=2"-x-1.

Eingabe der Funktion:

f{,\'): =COS (x’)—x » Done

Suche nach zwei Werten a und b, deren
Funktionswerte unterschiedliche Vorzeichen
haben |

[<]1
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RAD{Dm _ 1.1 |m| *Documentt — RAD{Dm

J ]
Eingabe der Funktion: 668y
l{.\'):=2x'x—1 * Done

< 2 [ =2

it 4(1.1)
Suche nach zwei Werten a und b, deren TSRS — :+/1. —— :l-g
Funktionswerte unterschiedliche Vorzeichen Y
haben (2,135 |
a=2 +»-2. fla)»-15
b=4 >4  f(b)>63 = 6687

Sobald die Verfahren verstanden wurden, sollen die Schiler und Schiilerinnen in der Tabellen-
kalkulation arbeiten und mdglichst einfach diese Verfahren ausfuhren.

Hilfestellungen bieten die Screenshots.
Didaktischer Kommentar

Die meisten Gleichungen, mit denen man in der Schule zu tun hat, sind exakt I6sbar, das
heilt, man kann die L6sung durch Grundrechnungsarten und Wurzelziehen finden. Es kdnnte
daher der Eindruck entstehen, dass dies immer so ist. Naherungsverfahren bieten die Mog-
lichkeit einmal auch Gleichungen zu betrachten, die eben nicht exakt I6sbar sind.

Die Umsetzung im Unterricht kdnnte so erfolgen, dass die Schiler und Schiilerinnen zunachst
die schrittweise Beschreibung und die graphische Zusammenfassung des Verfahrens durchar-
beiten. Anschlieend konnte man im Plenum die Verfahren durchbesprechen und die Lehrper-
son kdnnte die Visualisierung der beiden Verfahren in der fertigen Datei prasentieren und da-
mit experimentieren. Diese Datei dient eher der Prasentation und soll daher nicht ausgeteilt
werden. Die Schiler und Schiulerinnen sollen die Rechnung eigenstandig in einer neuen Datei
erarbeiten.

Die Umsetzung der Rechnung in der Tabellenkalkulation sollten die Schiler und Schilerinnen
selbststandig durchflihren. Der Umgang mit einer Tabellenkalkulation sollte aus dem Informa-
tik- bzw. Mathematikunterricht bekannt sein. In der Angabe ist auRerdem jeweils ein Screens-
hot angefligt, der jeweils eine bendtigte Formel vorgibt. Die restlichen Formeln sollen selber
erarbeitet und begriindet werden.

Die Zusatzaufgabe wurde angefiigt, um bewusst zu machen, welche Idee hinter der Methode
steckt und dass die verwendete Formel nicht aus der Luft gegriffen ist. Im Rahmen eines diffe-
renzierten Unterrichts schafft es vielleicht auch jemand, diese Zusatzaufgabe zu l6sen.

In den gangigen Schulbuchern, die auf Naherungsverfahren eingehen, wird oft zwischen Se-
kantenverfahren und Regula Falsi nicht getrennt. Manchmal wird das Sekantenverfahren als
Regula Falsi bezeichnet. Meist wird nur das Bisektionsverfahren und Regula Falsi bespro-
chen.

Im Gegensatz zum Regula-falsi-Verfahren kann es beim Sekantenverfahren auftreten, dass
die Nullstelle fur einige lterationsschritte nicht mehr zwischen x, und x»+1 liegt.

Hier wurden bewusst alle drei Verfahren durchgearbeitet und es liegt im Ermessen der Lehr-
person, welche sie durchbespricht.
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In den Schulblichern wird dieses Kapitel kurz gehalten. D.h. auf Fragen wie etwa, ob diese
Verfahren immer funktionieren oder ob man auch die Nullstelle findet, die man sucht, werden
kaum behandelt.

Mit dem beigelegten File kénnte exemplarisch zumindest graphisch gezeigt werden, dass man

bei der Funktion f(x)=2*-x—1 beim Sekantenverfahren keine Losung erhalt, da bei jedem

Schritt die Sekante flacher wird, wahrend sich beim Bisektionsverfahren keine Probleme erge-
ben..

15.25] » 15.25] ¥

2685 ———— “%\L 1 12.25][|-26.85_] 0 7_\4_4 1 12.25

-10.85 -10.85

Das Sekantenverfahren bietet sich an, als Vorbereitung des Newton—Verfahrens als Anwen-
dung in der Differentialrechnung in der 7. Klasse.
Zusammenhang mit dem Newtonverfahren:

Sekantenverfahren: X, =X —

Technologiehilfe
Prasentation mit der fertigen Datei ,Naeherungsverfahren.tns®.
Rechnung

Bisektionsverfahren: Formel in der Zelle b2:

| I

(.ff—!f'f)_ f(xf'f:]?-"«‘ﬂ* rf!—.ff'!ﬁj
T |

]

&2 =when

Sekantenverfahren:
Zelle a2:=b1 und b2:=c1

Regula Falsi Methode: Formeln in den Zellen a2 und b2:

5

L
‘ 42| =whenlfla/) flc7)>0,c,al)

© 2016 T3 Osterreich 9



