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CAS-Aufgaben fiur das Fach Mathematik

Die schriftliche Abiturpriufung im Fach Mathematik wird in zwei Teilen durchgefuhrt.

Im Prifungsteil A ist eine Verwendung von Hilfsmitteln nicht vorgesehen, im Prufungsteil B durfen
Hilfsmittel verwendet werden. Beide Prifungsteile enthalten Aufgaben zu jedem der Sachgebiete
Analysis, Analytische Geometrie/Lineare Algebra und Stochastik.

Der Priufungsteil A besteht aus mehreren kurzen, nicht zusammenhangenden Aufgaben.
Fur den Prifungsteil B sind umfangreichere Aufgaben vorgesehen, flr deren Bearbeitung u. a. als
digitales Hilfsmittel ein Computeralgebrasystem (CAS) vorgesehen ist.

Grundlegendes Anforderungsniveau

Die insgesamt zu erreichenden 100 Bewertungseinheiten verteilen sich folgendermalien auf
die beiden Prifungsteile und die drei Sachgebiete:

Sachgebiet Prufungsteil A Priifungsteil B
ohne Hilfsmittel mit Hilfsmitteln
Analysis 40
Stochastik 20 20
Analytische Geometrie/ 20
Lineare Algebra

Far den Prafungsteil A ist eine Arbeitszeit von insgesamt 45 Minuten, fur den Prufungsteil B
von insgesamt 180 Minuten vorgesehen.

Erhdhtes Anforderungsniveau

Die insgesamt zu erreichenden 120 Bewertungseinheiten verteilen sich folgendermallen auf
die beiden Prifungsteile und die drei Sachgebiete:

Sachgebiet Priifungsteil A Priifungsteil B
ohne Hilfsmittel mit Hilfsmitteln
Analysis 50
Stochastik 20 25
Analytische Geometrie/ 25
Lineare Algebra

Far den Prufungsteil A ist eine Arbeitszeit von insgesamt 45 Minuten, fir den Prufungsteil B
von insgesamt 225 Minuten vorgesehen.
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In der Vereinbarung der Lander wird die Funktionalitét des zugelassenen CAS beschrieben:

Es wird vorausgesetzt, dass das CAS Uber Funktionen u. a verfiigt eigens zum

e Ldsen von Gleichungen und Gleichungssystemen (jeweils algebraisch),

o Differenzieren und Integrieren (jeweils algebraisch),

¢ Rechnen mit Vektoren und Matrizen (jeweils algebraisch),

e Berechnen von einzelnen und kumulierten Werten der Binomialverteilung sowie von Wer-

ten der Normalverteilung,

e Durchfiihren von Berechnungen in Tabellen,

o Darstellen von Graphen.

AulRerdem wird vorausgesetzt, dass das CAS vor seiner Verwendung in einen Zustand versetzt
wird, in dem ein Zugriff auf Dateien und Programme, die nicht zum Lieferumfang oder zu einem

Systemupdate gehdren, unterbunden ist.

Der CAS-Taschenrechner

TI-Nspire CX II-T CAS™

erfullt alle diese Bedingungen.

In den folgenden Lésungen der
Musteraufgaben fur den Prifungsteil B
ist angegeben, wie die verschiedenen
Funktionalitaten des TI-Nspire CX II-T
genutzt werden konnen.

® Texas INSTRUMENTS

Calculator hinzuftigen

Graphs hinzufigen

Geometry hinzufligen

Lists & Spreadsheet hinzufugen
Data & Statistics hinzuflgen
Motes hinzuflgen

Vernier DataQuest™ hinzufagen
Widget hinzufigen
Programmeditor hinzuflgen
Python hinzufugen
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

Analysis - Beispiel 1 (grundlegendes Anforderungsniveau)®

1

(3 BE)

Losung | Es ist nachzuweisen, dass die Zahlen x = 0 und x = g die einzigen

Ldsungen der Gleichung sind, die man durch Gleichsetzen der beiden
Funktionsgleichungen u(x) und v(x) erhalt, und dass beide Funktionen
an diesen Stellen die gleichen Funktionswerte v(0) = u(0) = 0 bzw.

8 8 64
u (5) =v (5) = 5 haben.
Die Rechnungen mit dem CAS bestatigen diese Fakten:

Fertig

x=0 or x=—

(3 BE)

Loésung | Die notwendige Bedingung fur lokale Extrempunkte ist mit der Existenz
von Nullstellen der 1. Ableitungsfunktion v‘(x) erfullt.

Es gilt v'(x) =—§- (3x — 8). Die Nullstellen von v'(x) sind x; = 0 und
X, = g Damit ist bestatigt, dass Q (g 2—‘7}) ein Extrempunkt von u ist.
(Der Funktionswert von Q wurde bereits in Teilaufgabe a berechnet.)
Das Vorzeichen der 2. Ableitung von u an der Stelle x, = g gibt

! https://www.igb.hu-
berlin.de/abitur/pools2020/abitur/pools2020/mathematik/grundlegend/2020_M_grundlege_15.pdf
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Auskunft Gber die Art des Extremums. Esist v’ (x) = 2 — %x und

v (g) =-2 < 0. Es handelt sich bei Q also um ein lokales Maximum
der Funktion v.

dx =
(—,\ 3-x-8) ) 8
solve =0,x x=0or x=—
4 3
2 3x
d” .
_,)(1(\)) - 2
dx”
3Ix 2
2= =0
2
3-x 8 o
2 —x=—
’) 2

(4 BE)

Losung | Aussage I: Um die Steigungen der Funktionen u und v im Intervall

0 <x< gzu vergleichen, missen die 1. Ableitungsfunktionen von u
und v gebildet und miteinander verglichen werden.

In Teilaufgabe b wurde v'(x) =—§- (3x — 8) ermittelt. Die 1. Ableitung
von u(x) = %x3 kann im Kopf bestimmt werden zu u’(x) = sz. Wir
prifen, ob die Aussage v'(x) > u'(x) fir0 < x < grichtig ist.

J - 2
solve >=- x“ x||0<x<—
+ 3
16
O<x<—
9
8 16 true
—>—
3 9

Diese Ungleichung gilt nur fir 0 < x < %6 Wegen% < gistdie
Aussage falsch.

Aussage 2: Wenn sich die Graphen von u und v im Punkt P berthren,
dann mussen dort, also an der Stelle x = 0, die Funktionswerte und die
Anstiege Ubereinstimmen. Die Ubereinstimmung der Funktionswerte

wurde in Teilaufgabe a nachgewiesen. Wegen v'(x) =—§- (3x — 8) und
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u'(x) = %xz gilt v'(0) = u'(0) = 0, also stimmen auch die Anstiege
Uberein. Damit ist der Nachweis der Bertihrung der Graphen von u und
v an der Stelle x = 0 erbracht.

(5 BE)

Losung | Zunachst wird die linke Schnittstelle der oberen Funktion v mit der
Geraden y = Z bestimmt.

solve (v(\) =2,\')

=
x=-1.0rx=1.38197 or x=3.61803

Von den drei Losungen kommt nur x = -1 in Frage, welil es die einzige
links vom Ursprung liegende Schnittstelle ist.

Ausdelinung in x-Richtun g

Die Ausdehnung in y-Richtung ergibt sich aus der Differenz der
Funktionswerte an den Grenzen des Intervalls -1 < x < g Zu:

64 1 539

8
v(3)-uC =57 (-5) =375~ 25018

Die Ausdehnung in x-Richtung ergibt sich aus der Differenz der
Grenzen des Intervalls —1 < x < g Zu:

8 11
s~ (-1) =+ =367 LE.

(6 BE)

Losung | Hinweis:
Der Operator ,Bestimmen Sie ...“ erlaubt auch eine Losung mithilfe der
grafischen Darstellung.
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Es ist zu erkennen, dass sich die graue Flache in zwei Teilflachen
zerlegen lasst, von denen die eine von den Graphen von v(x) und u(x)

und die andere durch die Graphen von y = % und u(x) begrenzt wird.

Mit dem Werkzeug Geometry — Punkte&Geraden — Schnittpunkt(e)
werden zunachst die Grenzen der Teilflachen bestimmt. Man erhalt die
Schnittpunkte (-1] 1,25), (1,38] 1,25) und (2,15] 1,25).

Mit dem Werkzeug Graph analysieren — Begrenzter Bereich kann die
Teilflache zwischen u(x) und v(x) im Bereich —1 < x < 1,38 mit dem
N&herungswert A; = 0,965 FE ermittelt werden. Analog ergibt sich fur
die Teilflache zwischen y = % und u(x) im Intervall 1,38 < x < 2,15 der
Flacheninhalt A, = 0,406 FE. In der Summe sind das

A, + A, ~ 1,371 FE.

Auch eine rechnerische Lésung ist moglich, wie die folgenden

Screenshots zeigen.
Berechnung der Integrationsgrenzen:

x=-1.0orx=1.38197 or x=3.61803

w o

solve(v(x)=

x=2.15443

Berechnung der Flacheninhalte:

'1.282 0.964939
1
v(.\')——~ .\'3 dx
8
J -1
2,154 0.406276
Sl 3
—_——x~ |dx
4 8
J1382
0.965+0.406 1.371
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(2 BE)

Losung | Bestimmung des Wendepunktes von u (x):

lidm ko x® Ferti
2 3k x
d
—)(11 (k,\‘)) 4
dx~
3 3k
d e
—’(u (k,\')) 4
dx”

Die notwendige Bedingung u; (x) = 0 ist fir x = 0 erfullt.

Fur k > 0 ist die 3. Ableitung immer positiv, also ungleich null. Somit ist
auch die hinreichende Bedingung fiir einen Wendepunkt erfillt.

Die Gleichung der Wendetangente an der Stelle x = 0 an den Graphen
von u (x) lasst sich ebenfalls mit dem CAS bestimmen. Die Tangente
ist eine Gerade und hat eine Gleichung der Formy =t(x) =m-x+n
mit der 1. Ableitung t'(x) = m. Am Beruhrpunkt W(0|0) von Tangente
und Funktionsgraph stimmen die 1. Ableitungen und die
Funktionswerte Uberein.

Dies fuihrt zu dem Gleichungssystem

(A)m-0+n=0und

(2 m=2-k-02.

Dessen Losung ist m = n = 0, also lautet die Tangentengleichung y = 0.
Diese Gleichung beschreibt die x-Achse.

m+ 0+n=0 m=0and n=0
s 3
solve s 02 !{”7'"}
8
Hinweise:

(1) Weil auf dem CAS-Rechner die Variable k bereits verwendet wurde und
somit belegt ist, wird bei obiger Rechnung die Variable a verwendet.

(2) Der TI-Nspire CX CAS verfugt auch intern tiber einen Befehl zur
Bestimmung der Tangentengleichung. Seine Anwendung wird im
folgenden Screenshot veranschaulicht.

tangentLine(z.ﬂ (k,.\'),\',O) 0

Die Gerade y = 0, also die x-Achse ist Tangente an den Graphen von
U (x).
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(3 BE)

Losung

Der obere Punkt der Schwanzflosse hat weiterhin die Koordinaten
(-1] 1,25). Der untere Punkt der Schwanzflosse ist ein Punkt auf dem
Graphen von u,(x) an der Stelle x = -1. Der Abstand der beiden
senkrecht Ubereinander liegenden Punkte soll nun 1,5 LE betragen.

Der Wert% muss also der Differenz der y-Werte beider Punkte
entsprechen.

solve (i -u (k,- 1)= K

4

(] I(u

Fir k = 2 betragt die Ausdehnung der Schwanzflosse in y—Richtung
3

- LE.

2
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(2 BE)

Losung | Am sinnvollsten ist es, die Veranderung der Lage der Kopfspitze
zunachst in der grafischen Darstellung zu beobachten. Dazu wird ein
Schieberegler verwendet.

v X

Hinweise:

Wegen k > 0 legt man als Startwert fur den Schieberegler eine positive
Zahl nahe bei 0 fest. Mit dem Schieberegler wird dann schrittweise k
erhoht.

Beobachtungsergebnisse:

Je grofRer k wird, desto mehr bewegt sich die Spitze nach links in
negative x-Richtung. Solange 0 < k <1 gilt, bewegt sich die Spitze
dabei nach oben, also in positive y-Richtung. Bei x = 1 erreicht die
Spitze ein lokales Maximum. Wenn dann k weiter vergrof3ert wird,
bewegt sich die Spitze wieder abwaérts in negative y-Richtung. (Die
Spur der Spitze im oberen Screenshot lasst diese Bewegung
nachempfinden.)

Untersuchung auf rechnerischer Basis:
Der Schnittpunkt S der beiden Funktionen u;, (x) und v(x) im

1. Quadranten hat die Koordinaten S (% %)

solve (z.f (a ,,\') =v(x) ,x)

xX= or x=0
a+2
(a 8 ) 64 a
ula,——
a+2 (a+3)3
h(a)'= 64 a Fertig
@+ﬂ3
8 Fertig
gla): —
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Hinweis zum Calculator — Screenshot:

Da k als Variable beim Schieberegler verwendet wurde, ist bei der
Rechnung der Parameter zu ,@a“ umbenannt worden, weil k ja nun mit
dem letzten beim Schieberegler verwendeten Wert belegt ist.

Die Funktion h(a) beschreibt die Verdnderung der y-Werte von S. Der
Maximalwert liegt bei k = 1 und die Werte werden dann nach links und
rechts kleiner.

Die Funktion g(a) beschreibt die Veranderung der x-Werte von S. Sie

werden immer Kleiner, je grof3er a wird. Fur a = 0 gilt x > 4.

Ay Ay

(1,2.27)

7(x)=1g(x),x>0

wix

y= {h(x) x>0

Hinweis: Fir die grafische Darstellung muss x als unabhangige
Variable verwendet werden.
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(7 BE)

Losung I.  Die Kopfspitze ragt aus dem Wasser heraus, wenn der y-Wert
der Spitze S gréRer als y = 5 ist. Mit den in der vorigen

Tellaufgabe ermittelten Koordlnaten von S (—| oak
k+2 "' (k+2)3
4k 5

gelten —— (k+2)3 >

) muss

ny

1 (a+2)’ :
..! : 2 (25 -5) 2 (25 +3)
5

For L2245 :‘F<k<

heraus.

10+4+/5

ragt die Kopfspitze aus dem Wasser

[I. Die obere Begrenzungslinie des Fisches verlauft parallel zur
Wasseroberflache, wenn die Tangente an den Graphen von v

an der Stelle x = % parallel zu y = Z ist, also den Anstieg O hat.
Dies ist fur k = 1 der Fall (siehe auch vorige Teilaufgabe).

Ay d (}(\)) -x (3- x-8)
dx 4

S Y CY Ag—
ﬂ " X (., X 8) Ope= 8 16 (a 1) -0
! -+ 2+a (a+2)2
b ; solve( 1 (a—l) =0,a)|a>0 a1

’ (a+2)?2

Die obere Begrenzungslinie des Fisches verlauft parallel zur
Wasseroberflache, wenn k = 1 ist.

[ll. Die x-Koordinate des Hochpunktes des Graphen von v ist
unabhangig von k. Mit zunehmendem Wert von k bewegt sich
der Schnittpunkt der Graphen von ux und v in negative x-
Richtung. Sobald der y-Wert der Kopfspitze das lokale
Maximum bei k = 1 erreicht hat und dann in negative x -

Richtung verlasst, ist die obere Schwanzspitze der hochste

Punkt des Fisches. Mit 1 und Il folgt 1 < k < 1°+4\/—
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Analysis - Beispiel 2 (grundlegendes Anforderungsniveau)?

(4 BE)

Losung | Da der Funktionsterm aus einem Produkt von Linearfaktoren besteht,
kann man die Nullstellen direkt ablesen: Die Nullstellen sind x; =0
und x, = 3, der dritte Faktor e* liefert keine weitere Nullstelle.

Die Rechnungen mit dem CAS bestatigen diese Fakten:

f‘(x):zi- (3-x)- e* Fertig
10
solve(Ax)=0,x) o0 or vl

erfallt.
Esgilt f"(x) = (- = -2 -2). e~

10 10 5
Die Nullstellen von f“(x) sind x; =
nur x, im ersten Quadranten.
Ein hinreichendes Kriterium ist erfullt, wenn f*“(x,)# 0 gilt.
Dies ist mit f“‘(x,)=- 1,965 erfillt.

—(\/?+1) und \/1_;

—GI(/’(\’)J (-x2 X 3|
. —_—t——s
- 10 10 10
2 . A Fertig
TEAE
10 10 10
d L2
~(r16) (;_Lﬁ) o
* 10 10 5
% X Fertig
fa2lx):= F—%+§) e’
solve(faE(x)=0,r)
-(J17 +1) 17 -1
= or x=
2 2
d ! 2 . .
= a2l X2 ¥x 3
* ! 10 10 10

Die notwendige Bedingung fir einen Wendepunkt ist mit der Existenz
von Nullstellen der 2. Ableitungsfunktion f“(x) im ersten Quadranten

x, = 2721 dabei liegt

2 https://www.igb.hu-

berlin.de/abitur/pools2020/abitur/pools2020/mathematik/grundlegend/2020_M_grundlege_16.pdf
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| ~2 1, 3 Fertig
fa3(x):= L——r+—)- e*
| 10 10 10
J17 -1 J17 1
fa3 —?
- J17-e 202
10
17 -1 -1.965
23| ——
2
Hinweis:

Zur Kontrolle der Ergebnisse bietet sich z. B. die Darstellung des
Graphen der Funktion f und die Ermittlung des Wendepunktes mit der
Anweisung Graph analysieren an:

Iext

f1 (\‘)=1‘{.‘~:)

(1.56,1.07)

0,0)0.2
19 0.2

310) 4.

!
\
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(2 BE)

Losung | Nutzt man die im CAS existierende Funktion zur
Grenzwertbestimmung, so erhalt man lim,_,_,, f(x) = 0 und

limy, 4 o f () == 00.

(limm (f{\)) -
‘ linz . (f{\)) 0

Fir x— +oco verlauft der Graph von f gegen - co und fiir x—- oo
asymptotisch zur negativen x-Achse.

Hinweis:

Auch hier ist eine Uberprifung in der Grafikdarstellung sinnvoll:

£1(x)=flx)

0.2
=50 2 50

Da der Operator ,Beschreiben genutzt wird, sind keine Begriindungen
erforderlich.

(5 BE)

Lésung | Die Stellen, an denen die Steigung dem gesuchten Wert entspricht,
wird mittels der 1. Ableitung von f mithilfe von f'(x) = i—z berechnet.

3-e x=1.orx=1.943
/\ solve a}'(x)=—,x
10

Von den zwei gefundenen Stellen x = 1 und x =~ 1,943 wahlt man z. B.
x =1 aus.

Die zugehdrige Tangentengleichung y = mx + n ergibt sich zu

3e e
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Begrindung:
Die Steigungm = f'(x) = % ist gegeben und n lasst sich durch

Einsetzenvon m,x=1undy = f(1) = % - e berechnen:

Z.e=2.¢-1+nergibtn=-—-e.
10 10 10 e
Die gesuchte y-Koordinate ist damit — s

Um den Winkel zu berechnen, unter dem diese Tangente die y-Achse
schneidet, berechnet man mittels der bekannten Beziehung

tan(a) = m = i—g den Winkel bzgl. der x-Achse mit a = 39,2° und erhalt
damit denjenigen zur y—Achse mit 90° — 39,2° = 59,8°.

LY

10

tan™

3 e) 39.2

Auch hier bietet sich eine Kontrolle im Grafikfenster an, dort kann man
den gesuchten Winkel auch messen.

Die Funktion F ist eine Stammfunktion von f.

(2 BE)

Losung | pie Berechnung des Terms F(3) — F(0) = ej;rs erfolgt durch

Berechnung des bestimmten Integrals f03f(x)dx :

T

3 els
1‘{1] dx

0 10

L]
(¥, ]
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Der Wert % - e entspricht dem Flacheninhalt der Flache, die der Graph

von f im Intervall [0; 3] mit der x-Achse einschliel3t.

(3 BE)

Losung | Fur x > 3 sind die Funktionswerte von f negativ und es gilt auch, dass
lim, ;. f(x) = - o0 ist. Somit existiert mindestens ein x-Wert a, fur den
der Inhalt des oberhalb der x-Achse liegenden Flachenstiicks im
Intervall von [0; 3] ebenso grof} ist, wie der Inhalt des Flachenstiicks im
Intervall [3; a].

Da aber das Integral tber f im Intervall [O; 3] einen positiven Wert hat,
das unter der x-Achse gelegene Integral im Intervall [3; a] mita > 3
aber einen negativen Wert besitzt, erganzen sich diese beiden
Flachenstlicke bei der Berechnung des bestimmten Integrals im
Intervall [0; a] zu O.

Hinweis:
Mithilfe der grafischen Darstellung und der Anweisung Graph

analysieren-Integral lasst sich das Problem veranschaulichen. Der
Wert fur a liegt ungefahr bei 3,67.

-0.009

© 2021 Texas Instruments / Hubert Langlotz, Wilfried Zappe Seite 17



(3 BE)
Losung | Alle Stammfunktionen H von f haben die Form H(x) = F(x) + c, da
H'(x) = f(x) ist, sind die Nullstellen von f mégliche Extremstellen fir H.
Fur die Nullstelle x = 0 hat die Ableitungsfunktion f von H einen
Vorzeichenwechsel, denn es gilt in einer Umgebung von x = 0, dass
f(x) < O fur x < 0 und f(x) > O fur x > 0. Damit ist auch das hinreichende
Kriterium erflllt und der Nachweis fur einen lokalen Tiefpunkt erbracht.
2
a
(2 BE)
Losung | Damit zwei Graphen f und g symmetrisch zur x-Achse verlaufen, muss

fur alle x gelten: f(x) = -g(x).
Die Losung ergibt sich damit zu b = 3.

g(b,\‘):=L- X (x—b)- e’ Fertig

10
solve(g(b,x)= j(x),b) b=3
Hinweis:
Kontrolle im Grafikfenster

Ay I
1
fl(\)=—- X (3—\) e

¥ X
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(3 BE)

Losung

Ein Tiefpunkt an der Stelle x = 2 liegt vor, wenn g‘(b, 2) =0 und
g“(b, 2) > 0 gelten.
Die Berechnung durch Lésen dieser Bedingungen mit dem CAS-

Rechner ergibt b = g Der Graph wird dann fir b = g dargestellt.

2 sa1(6:) (_(5%) x-_u).

! 2 4, .
ga.’.‘{b,\'):=(l—+(;—i)- x—£+ l) e”
[+

10 10 5 5

solve(ga1(b,2)=0,) 8

(2,-0.985)

(3 BE)

Losung

b
3

Der Lésungsansatz g(b, x) = g‘(b, x) liefert die Losung x =

b
Fur die zugehoérige y-Koordinate gilt g(b, g) =—4—10b2e5.
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I
solve (g{b ,r)= gal (b ,\'],\'] E
2

(5 BE)

Losung

Zunachst wird die gesuchte Flache fur b = 3 im Diagramm markiert.

weww l
ms\]

£2(x)=g(3,x) £3(x)=g(4,x)
11.5

-6.52

Die Berechnung erfolgt dann unter Bertcksichtigung, dass die beiden
Teilflachen unterhalb der x—Achse liegen und damit bei der
Berechnung einen negativen Wert liefern, mittels des Ansatzes:

0 Gy (Odx + [ gy ()dx = - (3 + 1).

b b+1 1
solve g(b,x) dx— g{b+1,x) dx=—" (e3 +1),b
0 0 10

Als Loésung findet man b = 2.

b=2.
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Analysis - erhohtes Anforderungsniveau

Analysis -Beispiel 1 (erhthtes Anforderungsniveau)®

(3 BE)

Losung | Man kann zunéachst versuchen, anhand der Funktionsgleichung
gemeinsame Eigenschaften zu erkennen. Es ist zweckmalig, sich
einige Exemplare der Kurvenschar grafisch zu veranschaulichen, um
eine Vorstellung von ihrem Verlauf zu bekommen. Die Eigenschaften
sollen nur genannt werden. Eine Begriuindung ist deshalb nicht
erforderlich.

Gemeinsame Eigenschaften:

Der Funktionsgleichung lasst sich entnehmen:

(1) Fur x = O ist fur alle Werte von t der zugehorige Funktionswert
y = 1. Also ist P(0 | 1) ein gemeinsamer Punkt aller Graphen.

(2) Da die beiden Faktoren im ersten Summanden des
Funktionsterms quadratisch sind und jedesmal 1 addiert wird,
kénnen nur positive y-Werte vorkommen.

(3) Da der Funktionsterm als ganzrationale Funktion 4. Grades
geschrieben werden kann, kénnten die Graphen maximal drei
lokale Extrempunkte enthalten.

(4) Jeder Graph ist achsensymmetrisch zu einer Parallelen zur
y-Achse.

(5) Jeder Graph hat zwei lokale Tiefpunkte und einen lokalen
Hochpunkt, der auf der Symmetrieachse liegt.

Einige Graphen veranschaulichen:

1-'(&\')?(%) g (e-£)2+1 Fertig

3 https://www.igb.hu-
berlin.de/abitur/pools2020/abitur/pools2020/mathematik/erhoeht/2020_M_erhoeht_B_6.pdf
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11(0)=v({ 1,2,5,7 }.0)

S

N

n_3

y X

Hinweise:

Auch mit einem Schieberegler fir den Parameter t lassen sich
verschiedene Exemplare des Funktionsgraphen anzeigen und
bezuglich gemeinsamer Eigenschaften miteinander vergleichen.

Es genugt, drei solcher gemeinsamer Eigenschaften zu nennen.

(2 BE)

Losung

Fur die rechnerische Ermittlung des Hochpunktes von vg kbnnen die
notwendige und die hinreichende Bedingung fir lokale Extrempunkte
untersucht werden. Dafiir missen die 1. und die 2. Ableitungsfunktion
von vg gebildet und unter geeigneten Bezeichnungen gespeichert

werden.

Ableitungen bilden und speichern:

1*(8,\()

d
dr(*(&x))

3 3. \c2
ah(\‘):=E- 4 +2- X
d?.

?(1-'(8,\‘))
dx~
2 .,
021'(x):=l—3—\+‘>

' _x 3 -y 3 _
17(8,x)—16 " + 2x; v"(8,x) = "

2
i3 )
—_———ix“+1

64 4

3x
2

+2
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Notwendige und hinreichende Bedingung:

Nullstellen der 1. Ableitung ermitteln und prufen, flr welche dieser
Nullstellen die 2. Ableitungsfunktion kleiner als Null ist.

solve (a h‘(.\')=0,\’) x=0 or x=4 or x=8

a2({0,48}) {2,-1,2}

Die Nullstellen der 1. Ableitung sind x € {0; 4; 8}. Nur vg'(4) =-1 ist
kleiner als Null. Deshalb ist x = 4 die Abszisse des lokalen
Hochpunktes.

Funktionswert des lokalen Hochpunktes:
w(8,4) 5

Der lokale Hochpunkt H hat die Koordinaten H(4 | 5).

(4 BE)

Losung | Die Gleichung Il v§(x) = m bringt zum Ausdruck, dass der Graph von
vg den Anstieg m an der Stelle x besitzt.

Die Gleichung | vg(x) = m-x + 1 bedeutet, dass die Funktionswerte
von vg und der Geraden y = m - x + 1 an der Stelle x Gbereinstimmen.
Die Gerade y = m - x + 1 hat an jeder Stelle den Anstieg m. Die
Gerade y = m - x + 1 ist deshalb Tangente an den Graphen von vg.

Bedeutung der angegebenen Losungen:

Weil m; = % ist, bertihrt die Gerade y = ; x + 1 den Graphen von vg

8
und zwar an der Stelle x; = 3

Weil m, = 0 ist, berthrt die Gerade y = 0-x + 1 = 1 den Graphen von
vg und zwar an der Stelle x; = 8.

Hinweis:

Eine Selbstkontrolle durch grafische Darsltelltl{ng ist moglich:
£2(x)-v(3.%) £20)-visx) |

w X

N
-
v x
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(3 BE)

Losung | Fur die rechnerische Ermittlung des Wendepunktes von v, kbénnen die
notwendige und die hinreichende Bedingung fir Wendepunkte
untersucht werden. Dafiir missen die 2. und die 3. Ableitungsfunktion
von v, gebildet und unter geeigneten Bezeichnungen gespeichert
werden.

Ableitungen bilden und speichern:

2 Fertig
1(:,\) =(£) -(1—:) +1
t
2 N6 2= 3 pre2
& d—_)(y(f,x)) 2 (6 X 6. x- 1+t )
dx” ;2
P A Fertig
az;.-(!’x)' 2 (6 X“ =6 x- £+1 )
t2
3 12+ (2- x—t)
d - = - /7
PAAY f(t‘(h\’)) 2
dx” £
a31-'(!,\)'= ]2 (2- x—r) Fertig

Notwendige und hinreichende Bedingung:

Nullstellen der 2. Ableitung ermitteln und prufen, flr welche dieser
Nullstellen die 3. Ableitungsfunktion ungleich null ist.

6 6
ool (J3—+3)-r) ¢z
6 t
03],(!, -(JT—,)-:) -4 2
6 f

(V3+3)t —(v3-3)t
6 ' }

Die Nullstellen der 2. Ableitung sind x € { -

Die 3. Ableitungen an diesen beiden Stellen sind v;"(t,x) = i# und

sind wegen t > 0 ungleich null. Damit ist die Existenz von genau zwei
Wendepunkten gesichert.
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Funktionswert der Wendepunkte:

(2 2

_+l
6 36

oy v(f,

—_—1
36

Beide Funktionswerte sind wegen der Achsensymmetrie des Graphen
gleich, und es gilt wie behauptet y = % t? + 1.

(4 BE)

Losung | Der Wendepunkt mit der kleineren x-Koordinate ist

—(=2— . 2
W(—(3 )L 1).
6 36
Fur z. B. t = 8 zeichnet man eine Skizze und macht sich die Lage der

Punkte W, P und Q klar. Die Rechtwinkligkeit eines Dreiecks lasst sich
z. B. mit der Umkehrung des Satzes des Pythagoras oder mit einer
Winkelberechnung oder mit dem Skalarprodukt geeigneter Vektoren
feststellen.

Zeichnung fir t = 8:

Ay

f2 (\) =v(8 ,1‘)

Da P und Q dieselbe x-Koordinate haben und P auf der x-Achse liegt,
befindet sich Q senkrecht Gber P, weil Q vermutlich der lokale
Hochpunkt des Graphen von v, ist. Dies kann durch eine Berechnung
des lokalen Hochpunktes von v, gepruft werden. Die Gerade durch P
und Q ist also die Symmetrieachse des Graphen. Da W der kleinere
der beiden Wendepunkte ist, liegt W immer links von dieser
Symmetrieachse. Der y-Wert von W ist stets kleiner als der von Q und
groler als der von P. Wenn es Uberhaupt einen rechten Winkel im
Dreieck PQW gibt, dann kann der nur beim Punkt W liegen. Dann

musste das Skalarprodukt WP°WQ = 0 sein.
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Nachweis, dass Q der Hochpunkt von v, ist:

L o 25 (2 x2 -3 - 1422
A dx(l(m)) X X X

2 2 ot
2 x- (7-.\"—3-,\'- t+t“) rerg

solve (a 7 v(t,\')=0,\')

t -1
A a‘?x(r,—)
gl

t f2
& V] [1: —_—1
= 16

Fur x = % ist die 1. Ableitung null und die 2. Ableitung negativ, also liegt
dort wirklich der lokale Hochpunkt des Graphen. Seine Koordinaten

sind Q (% | & +1).

Es wird untersucht, ob es einen Wert fir t gibt, sodass W°W§ = 0 qilt:

£ [Gfe)e
i] 2 p
pi=| 5 [gi= N wi= )
t"‘ 4
0 —+1 —_—t1
16 36
(53}
6
2
2
_+1
36
solve(dotP(p—w,q—w)=0,t)
Ty 6 35
t= ort=0ort=
5 5

solve(dotp(p—w,q—w)=0,t)
t=-7.0993 or ¢=0. or =7.0993

Wegen t > 0 interessiert hier nur der positive Wert.
Fur t = g-\/35 ~ 7,1 ist das Dreieck PQW rechtwinklig.

Alternative L6sung:
Wenn der Satz des Pythagoras fur das Dreieck PQW erfullt ist, dann
ist das Dreieck rechtwinklig. Es wird gepruft, fir welchen Wert von t die
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Gleichung |P_Q’|2 = [WB| + |W—Q>|2 erfilllt ist. Fir ¢ = 2-v/35 ~ 7,1 ist

5
dies der Fall.

501"3({1101'111(‘3’ _P” 2 :[HOI"Illfp—w)} 2+{norm[q—w}} 2 ,t]|r>0 {= 6 J;E

(6 BE)

Losung: | Hinweis:

Der Operator ,Beurteilen® verlangt, das Urteil zu begrinden, also durch
logisches SchlieRen oder Rechnung zu bestatigen.

Fur die erste Aussage mussen die Funktionswerte beider Funktionen
miteinander verglichen werden.

Fur die zweite Aussage kénnen die Vorzeichen der

1. Ableitungsfunktionen verglichen werden.

Beurteilungen:

Die Funktion f wird definiert. Wenn ihre Funktionswerte fur keinen Wert
von x grofRer als die von vg sind, dann muss die Ungleichung

f(x) < vg(x) fur alle Werte von x erfillt sein. Eine Losung mit dem
CAS-Rechner bestatigt diese Annahme durch die Ausgabe von ,true”.

f(x):= 4m 8x Fertig
solve (]‘(\) <1 '(8 ,\') ,\f) true

Die Aussage ,Fur keinen Wert von x ist der Funktionswert von f gréRer
als der von vg.“ ist richtig.

Die 1. Ableitungen der Funktionen f und vg kbnnen mit dem CAS
berechnet und abgespeichert werden.

Hinweis:

Die 1. Ableitung von vg wurde ggf. schon bei einer der vorigen
Teilaufgaben gespeichert und braucht hier nur aufgerufen zu werden.
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< (1) 7+ x- (2212 x+32)

b-PI(v

¢ (,x'4—16-.\'3+64-x2+64)

a1fx):= ‘/? X (\'2—12-x+32)

-

4 (,\'4—16- .\'"’+64-.\‘2+64) *

Es wird nun geprtft, in welchen Intervallen die 1. Ableitungen von f
bzw. vg negativ, positiv oder gleich null sind. Wenn diese Intervalle
Ubereinstimmen, dann stimmt auch das Monotonieverhalten der
Funktionen Uberein.

solve(a 7A(x)<0,x) 4<x<8 or x<0
solve(a 1(8,x)<0,x) 4<x<8 or x<0
solve(a 1A(x)>0,x) 0<x<4 or x>8
solve(a 7v(8,x)>0,x) 0<x<4 or x>8
solve(a 17(x)=0x) x=0 or x=4 or x=8
solve(a1(8,x)=0,x) x=0 or x=4 or x=8

Beide Funktionen sind fiir 4 < x < 8 und x < 0 streng monoton fallend,
fur die Intervalle 0 < x <4 und x > 8 sind sie streng monoton steigend.
An den Stellen x = 0, x = 4 und x = 8 sind die Anstiege beider
Funktionen null.

Damit ist gezeigt, dass die Funktionen f und vg in ihrem
Monotonieverhalten tbereinstimmen. Die Aussage ist richtig.

Alternative LOsung:

In Teilaufgabe 1a wurde genannt, dass der Wertebereich von vg
groRRer oder gleich 1 ist. Zieht man die vierte Wurzel aus einer Zahl, die
grol3er oder gleich 1 ist, dann ist das Ergebnis immer kleiner oder
hochstens gleich der Zahl, aus der die vierte Wurzel gezogen wurde.
Deshalb sind die Funktionswerte von f flr keinen Wert von x grof3er als
die von vg.

Nach der Kettenregel gilt fir die 1. Ableitung von
fx) = Yvg(x) = (vg(x))x:

1 =3 1
flix) == (vs(0) * - vg(x) = ————= " v3(x)
4 4+ (Yvs(x)
Es ist ﬁ > 0, weil vg > 0 ist. Deshalb haben ' und vg' dasselbe
4 Jvg(x
Vorzeichen und stimmen aus diesem Grunde in ihrem
Monotonieverhalten tberein. Die Aussage ist richtig.
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(2 BE)

LOSUNG | per Term g . x — /2 beschreibt eine Gerade mit der Gleichung
y=gkx) = g - x —+/2. Der angegebene Grenzwert beschreibt den
Sachverhalt, dass sich die Funktionswerte von g und f fir x — 4+
immer weniger unterscheiden, da ihre Differenz gegen null geht, wenn
X immer grol3er wird.

Die Gerade y = g(x) = g - x — /2 ist fiir x - +o00 Asymptote des
Graphen von f.
Hinweis:
Zur Selbstkontrolle und Veranschaulichung kann man die Graphen
beider Funktionen mit dem Grafikmodul des CAS-Rechners zeichnen
lassen.
Il.y
2
a
(3 BE)
Losung | Man kann zunachst die gegebenen Werte grafisch darstellen. Aus dem

Verlauf des Graphen lasst sich eine Vermutung ableiten, welchen Grad
die ganzrationale Modellfunktion mindestens haben kénnte. Mithilfe
eines Gleichungssystems, das anhand der Messwertpaare aufgestellt
werden kann, oder durch Regression, kann dann eine Gleichung der
Modellfunktion bestimmt werden.
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A strecke

1 0
2 0.25

0.5
4 0.75

4. Grades.

E verbrauch

66.3
80.5
88.7
91.8
80.7

Grafische Darstellung, Ableitung einer Vermutung:

( : .
90 ] (]
] (@)
5 84
= 4
5 781 ©
s 77
> ]
72 ]
66 Q
00 02 04 06 08 10
strecke

Ermittlung einer Funktionsgleichung:

a0 stat.results
o "Titel"
5 ] "RegEqn'
(]
5 78] nan
> 72 2 "b"
] Yy = -40.8- x* +64.84- x+66.48 e
66 nR2
00 02 04 06 08 10 | "Resid"
strecke

90 ] stat.results
"Titel"
5 84
T
5 78] 2
3 o
72 4 2 5 tcit
y = 9.6- x7+-55.2- x“+70.- x+66.2 ng"
66 npan
T T T T T T Rz
00 02 04 06 08 10 | "Resid"
strecke

"RegEqn" "a:x"3+b- x 2+c: x+d"

Die Messpunkte kdnnten auf ganzrationalen Funktion mindestens
2. Grades liegen. Da funf Messwertpaare vorhanden sind, erlauben

diese die Bestimmung der Gleichung einer ganzrationalen Funktion bis

Quadratische Regression: y = —40,8x% + 64,84x + 66,48.
g y

"Quadratische Regression" ]
"a* xA2+b- x+c"
-40.8
64.84
66.48
0.999284

S

Da R2 nahe bei 1 liegt, konnte diese quadratische Funktion gut als
Modell verwendet werden.

Kubische Regression: y = 9,6x3 — 55,2x? + 70x + 66,3

"Kubische Regression" ]

9.6
=50:2
70.
66.3
1.

S

Da Rz =1 ist, konnte diese kubische Funktion noch besser als die
guadratische Funktion als Modell verwendet werden.

Regression mit einer ganzrationalen Funktion 4. Grades:
y~—1,6-10"%x* + 9,6x3 — 55,2x% + 70x + 66,3.
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90 stat.results
y "Tite]" "Regression vierter Ordnung"
5 84 "RegEqn" "a-x"4+b: x"3+c: x2+d- x+e"
® gt -1.59289-10
5 78] "b" 9.6
@
= 72 ] & =55.2
4 3 e 70.
66 ] y =-1.59289E-10" x “+9.6- x~ +-55, g 66.3
T T T T T T "RZ" 1.
00 02 04 06 08 10 e U
strecke | "Resid o}

Der Koeffizient vor x* ist nahezu null, die anderen Koeffizienten
stimmen mit denen bei der kubischen Regressionsfunktion ermittelten
Koeffizienten tberein, sodass die kubische Funktion als Modell am
geeignetsten erscheint.

y=9,6x3—55,2x% +70x + 66,3
Alternativer L6sungsweg:

Da funf Wertepaare gegeben sind, lassen sich die fiinf Koeffizienten
einer ganzrationalen Funktion 4. Grades
y=mx)=a-x*+b-x3+c-x*+d-x+e

aus einem Gleichungssystem mit funf Gleichungen ermitteln.

-+ Fertig

3 2
m(,\'):=a- X “+b x” +c* x“ +d- x+e

m(0)=66.3
m(0.25)=80.5
solve|{m(0.5)=88.7 {ab.cde}
m(0.75)=91.8
m(1)=90.7
a=0. and »=9.6 and ¢=-55.2 and d=70. and &’

m(x)ja=0. and 5=9.6 and c=-55.2 and d=70. #
9.6+ x> ~55.2 x2+70.- x+66.3

Man erhalt ebenfalls y = m(x) = 9,6x3 — 55,2x2 + 70x + 66,3.

(2 BE)

Losung | Man bildet die Differenz aus Messwert und Funktionswert und dann
jeweils den Quotienten aus dieser Differenz und dem zugehdrigen
Funktionswert.
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A{-\’)==10'-\’3—57-x2+72-x+66 Fertig

K0)-66.3 -0.004525
66.3

K(1)-20.7 0.003208
90.7

Im Startpunkt weicht der Funktionswert vom Messwert um ca. 0,45%
nach unten ab, also um weniger als 0,5%.

Nach 1 km Fahrstrecke weicht der Funktionswert vom Messwert um
ca. 0,33% nach oben ab, also ebenfalls um weniger als 0,5%.

(5 BE)

Losung | Esist zu bedenken, dass die gesamte Fahrstrecke 3 km betragt, also
weit Uber die grof3te tabellierte Messstelle hinaus geht.

Um den grof3ten lokalen Verbrauch fir die gesamte Strecke zu
bestimmen, muss die Funktion k(x) auf globale Maxima untersucht
werden. Die Stelle, an der sich der lokale Verbrauch am stéarksten
andert, ist die Stelle von k, an der die Steigung/ das Gefélle von k dem
Betrage nach am gréf3ten ist.

Der Operator ,Ermitteln Sie ...“ Iasst freie Wahl bei der
Lésungsmethode.

Ermittlung der Losung tuber den Graphen von k:

Die Funktion k wird im Intervall 0 < x < 3 grafisch dargestellt. Der
lokale Hochpunkt H wird mit der Anweisung Graph analysieren
ermittelt.

Alokaler Verbrauch
(0.8,92.2) f1(x)={k(x),05x=3
H

10 Strecke

>

0.2

Der grof3te lokale Verbrauch betragt 92,2 ml/km und wird 0,8 km nach
dem Start erreicht.

Die Betrachtung des Graphen lasst vermuten, dass die Steigung am
Start am grof3ten ist, oder das Gefalle beim Wendepunkt am kleinsten
ist. Beide Stellen kdnnten augenscheinlich fur die Stelle mit der
groRten Anderung des lokalen Verbrauchs in Frage kommen.

Unter Graph analysieren findet man die Anweisung ,dy/dx‘, die es
erlaubt, den Anstieg (den Wert der 1. Ableitung) an einer Stelle des
Graphen zu ermitteln.
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Alokaler Verbrauch

Strecke
»

>

Fahrt man den Graphen entlang, ist zu erkennen, dass die Steigung
dem Betrage nach am Start am gréf3ten ist. Der lokale Verbrauch
andert sich am starksten am Start.

Ermittlung der Losung mit fMax:

Die Funktion fMax ermittelt das globale Maximum einer Funktion in
einem vorgegebenen Intervall.

tMax ((x) x)j0<x<3 4

Der lokale Verbrauch ist am grof3ten bei % km . Er betragt
ca. 92,24 ml/km.

4 (56) 30- x2-114- x+72
dx

fMax(.’,O-xz—lm- .\'+72,\‘)|05x$3 x=0

30+ x2-114- x+72x=0 72

Die groRte Anderung des lokalen Verbrauchs gibt es fiir x = 0, also am
Start. Sie betragt 72 ml/km.

Ermittlung der L6sung mit der notwendigen und hinreichenden
Bedingung

Die 1. Ableitungsfunktion von k hat im Intervall 0 < x < 3 die
Nullstellen x = g und x = 3.

Esist k" (g) =—66 < 0und k"(3) =66 > 0. An der Stelle x = % liegt
das lokale Maximum des lokalen Verbrauchs.
Es betragt k (g) = 92,24 ml/km.
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2 0) 30 x2-114- x+72
dx
solve(.’,O- x2—114- x+72=0,\')|0$t$3

2 (19)

dx”

4 -66
60+ x—114p=—
5

60- x-114pc=3 66

{4) 92.24
A —
5

Fur die Ermittlung der groRten Anderung des lokalen Verbrauchs
wahrend der ganzen Fahrt wird zunachst das lokale Maximum von k'

ermittelt. Es wird als Nullstelle der 2. Ableitung fur die Stelle x = =

berechnet und die Anderung betragt -28,8 ml/km. Neben dem lokalen
Maximum der Anderung kann das globale Maximum aber auch an den

Grenzen des Intervalls liegen.

Die Anderung des lokalen Verbrauchs an der unteren Grenze x =0
betragt 72 ml/km, die an der oberen Grenze x = 3 ist null. Das globale
Maximum liegt also bei x = 0 und betragt 72 ml/km.

solve(éO' x-114=0,.\‘) 19

=—

10

< (1) 30- x2-114- x+72
dx

2 19
30-x°-114 x+72p=—

10
30- x2—114- x+72Jx=0 72
30- x2-114- x+72jx=3 .

(2 BE)

Losung

Der Tankinhalt zum Startpunkt betragt 1000 ml. Das Integral gibt die
seit dem Start verbrauchte Kraftstoffmenge in ml an. Die Differenz
beschreibt demzufolge die Restmenge des im Tank befindlichen

Kraftstoffs in ml.
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(4 BE)

Losung

Es ist die im Aufgabentext gegebene Erlauterung fur den
.integralmittelwert” auf die Funktion k anzuwenden. Das Integral gibt
den Flacheninhalt an, teilt man diesen Wert durch die Lange des
Intervalls, so erhélt man die durchschnittliche Hohe des Rechtecks.

Bestimmung des Mittelwertes:

Der durchschnittliche Funktionswert im Intervall [a; b] = [O; 3] ist

3
! fk()d
30 x)dx.
0

Der durchschnittliche Kraftstoffverbrauch im Intervall [O; 3] betragt
70,5 ml/km.

Durchschnittlicher Kraftstoffverbrauch im Intervall [0; x] mit 0 < x < 3:

Analog zu oben wird ermittelt:
1
x—0

L- '[xk(z) dz
x=0 1o

3 2
5. xY-38-x“+72-x+132

r 5
. fk(z)dz = Ex3 —19x2 + 36x + 66
0

A

2
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Analysis -Beispiel 2 (erhéhtes Anforderungsniveau)?

(4 BE)

Losung

Die Funktion w beschreibt die Wachstumsrate. Damit ist
nachzuweisen, dass fur 2040 ein lokaler Hochpunkt von w vorliegt.

Die notwendige Bedingung fur einen Extrempunkt ist mit der Existenz
von Nullstellen der 1. Ableitungsfunktion f'(x) erfallt. Es gilt w'(t) = O fur
t = 40.

Ein hinreichendes Kriterium ist erfullt, wenn w*(40) # 0 gilt. Dies ist mit

W (40) =- - erfilt

©Definition der benstigten Funktionen

I
-1 -{f—40}2 Fernig
u{r):=60 e 3000
i{w(r]) -(:-40)*
d 3000
~(--40)-¢ °
25
‘{5—40}2 Ferng
ran). « 2000
wai"(r):= {! 40] £
25
%l:u'ai’(r))
-(¢-40)>

( S TN ]e 3000
37500 1875 375

4 https://www.igb.hu-
berlin.de/abitur/pools2020/abitur/pools2020/mathematik/erhoeht/2020_M_erhoeht_B_7.pdf
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)

= 4t 1

u'a:’(:}:= = + ) e 3000
37500 1875 375

Fertig
solve(wa ?{r)=0.r] =40
wa2(40) -1

Hinweis:

Zur Kontrolle der Ergebnisse bietet sich z. B. die Darstellung des
Graphen der Funktion f an.

Der lokale Hochpunkt kann mit der Anweisung Graph analysieren —
Maximum bestimmt werden.

/&m)

1 1 (.\'}=w(.\’) "‘;‘

180

10(5

Mit dem Ansatz w(t) > 50 lasst sich der gesuchte Zeitraum bestimmen,
in dem die Fichten mehr als 50 cm pro Jahr wachsen.

solve(w(r)>50,1) 16.61<t<63.39

Man erhalt ndherungsweise 16,6 <t < 63,4, d.h. den Zeitraum von
2017 bis einschlief3lich 2064.
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(2 BE)

Losung | Dem Text entnimmt man, dass die Beziehung w(40 — t) = w(40 + t) auf
Richtigkeit Gberprift werden muss.

w(40—!)=u-‘(40+!) true

Die Uberprifung mit dem CAS-Rechner bestétigt dies.
Hinweis:

Auch ohne Rechner ist der Nachweis einfach, da die unabhéngige
Variable im Funktionsterm nur im Exponenten vorkommt:

Fiir t= (40 — a) steht im Exponenten (40 — a — 40)? = a? und

Fir t = (40 + a) steht im Exponenten (40 + a — 40)? = a°.

(4 BE)

Losung | Mit dem Ansatz w(t) = w(t + 30) findet man t = 25, d. h. der gesuchte
Zeitraum ist Oktober 2025 bis Oktober 2055. Die Wachstumsrate

betragt zu beiden Zeitpunkten = 56% und liegt dazwischen immer
Uber diesem Wert, dies wird auch durch die Grafik bestatigt.

SOlVe(l‘l-‘(f)=ll’(!+30),?) =25

w(25) 55.66

T f1 (1) =w(\'}
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(5 BE)

HOSUmE Der Term gibt die Hohe der Fichten in Metern im Oktober 2060 an.

Begrundung:

50 ist die Anfangshohe in Zentimetern, es wird der Wert des
bestimmten Integrals fur den Zeitraum von 2000 bis 2060 addiert. Da
die Funktion w(t) die Wachstumsrate pro Jahr angibt, der Graph von w
auch durchgangig im positiven Bereich liegt, beschreibt das bestimmte

Integral die Anderung der Hohe in diesem Zeitraum. Der Faktor Hlo

fuhrt zur Umrechnung von Zentimeter in Meter.

60 AHoRZh m
Bezeichnung

-

015 170

Hinweis:

Es ist gunstig, fur die Zeichnung die Funktion h zu definieren.

h(f):=L. (50+J‘IW(I) dx) Fertig
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(2 BE)

Losung | Die notwendige Bedingung fur einen Wendepunkt ist mit der Existenz
von Nullstellen der 2. Ableitungsfunktion w*(t) erftllt. Es gilt w“(t) =0
fur t = 10-In(99). Ein hinreichendes Kriterium ist erftllt, wenn

w“(10:In(99)+ 0 gilt. Dies ist mit w“‘(10-|n(99))=—%0 erfullt.
Der Wendepunkt ist W(10:In(99) | 25)

soh?e(;m 25)=0,1) t=10-1n(99)
ha3(10- n(29)) -1

160
#(10- n(99)) 25
Hinweis:

Der Operator ,Bestimmen Sie“ erlaubt zwar auch eine grafische
Ldsung, diese liefert allerdings nur eine Naherungslésung.

-1n
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(3 BE)

Losung | Die maximale Wachstumsgeschwindigkeit liegt am Wendepunkt vor,
diese betragt hier h'(10-In-(99)) =1,25, d. h. 125cm/Jahr. Der im Text
erwahnte Fall sollte also als Ausnahmefall betrachtet werden.

(4 BE)

Losung | Die Tangente ist diejenige Gerade y = g(x) = mx + n, die an ihrer
Beruhrstelle mit dem Graphen der Funktion h in den Funktionswerten
und den Anstiegen, also den Werten der 1. Ableitung, Ubereinstimmt.
Die Beruhrstelle ist hier die x-Koordinate des Wendepunktes

xy, = 10 -In(99).

Das Gleichungssystem aus den Gleichungen h(x,,) = g(x,,) und
h'(x,,) = g'(x,) ist zu I6sen. Wegen g'(x,,) = m ist dann

h(x,) = h'(x,) - x, +n.

h(10- 1n(99))=ka 7(10- n(99))- 10- In(99)+n
25-1n(99)

2

25=n+

25-1n(99)
o]

&

g(0):=ha1(10- 1n(99))- #+25-
Fertig

g(f) St _ 25 111(99)
L 2

25

Man bestimmt die Tangentengleichung zu g(t) = %t + 25— 275 -In(99).

Die maximale Abweichung d kann entweder mit der Funktion

d(t) = h(t) — g(t) bestimmt werden, allerdings miisste man dann
berlcksichtigen, dass diese Abweichung auch negativ sein kann.
Daher ist es ginstiger d(t) = |[h(t) — g(t)| zu definieren, um die
betragsmalig grol3te Abweichung zu erhalten.

Man erhalt an der Stelle t = 40 die maximale Abweichung und als
maximale prozentuale Abweichung etwa 1,2%.

d(e):=n(e)-g(¢)||40<2<50 Fertig
f Max(d(:) ,r) =40
d(40) 0.0119

h(40)
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(6 BE)

Losung | Die drei Graphen n,, n; und n, sind Graphen, die durch
Transformationen (Verschiebungen und Spiegelungen) aus dem
Graphen von n; hervorgehen.

Der Graph von n; ist gegeniiber dem Graphen von n, in den

Wendepunkt W verschoben worden (entlang des Vektors W5). Der
Graph von n; liegt zum Graphen von n, punktsymmetrisch zum
Koordinatenursprung. Der Graph von n, ist gegeniiber dem Graphen
von n; um den Vektor OW verschoben. Somit ist der Graph n,
punktsymmetrisch zu n; bezlglich des Wendepunktes W.

Da n, fur die ersten 20 Jahre gilt, beschreibt n, aufgrund der
Symmetrie von h bezuglich W ebenfalls 20 Jahre, wobei sich der
.otartpunkt” dieser 20 Jahre durch 10:In(99) + (10:In(99)) — 20 = 72
berechnen lasst.

Damit beschreibt n, im Modell ndherungsweise die zeitliche
Entwicklung der Hohe der Fichten fur den Zeitraum von etwa 72 bis
etwa 92 Jahre nach der Pflanzung.

Hinweis1:

Eine grafische Veranschaulichung hilft hier, den Sachverhalt zu
erfassen.

f3 L\) =nl (\)
£1(x)=h(x) =T

X
x=72 89.87

Hinweis 2:

Die Punktspiegelung eines Graphen f an einem beliebigen Punkt
Z(xz | y,) ergibt sich aus s(x) = 2y, — f(2x; — X)) (vgl. TNS-Datei)

n4(x)=2- 25—n1(2- 10- ln(99)—x) true
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(6 BE)

Losung | Der Baumstamm kann modellhaft durch einen Rotationskérper
beschrieben werden, der durch Rotation einer linearen Funktion im
Intervall [0; 1,3] um die x — Achse entsteht.

Es wird zun&chst diese lineare Funktion f mit y = m - x 4+ n gesucht,
die den Baum ,umrandet®.

Bekannt ist, dass an der Stelle x = 1,3 der Funktionswert f(x) = 0,2 ist.
(Radius des Rotationskorpers an dieser Stelle.)

AulRerdem muss m < 0O sein, weil sich der Baum nach oben hin
verjungt.

Einsetzen von x =1,3 und f(1,3) = 0,2 in y = m - x + n ergibt
0,2=m-1,3+n. Damitistn =0,2—1,3-m.

Mit diesem Ansatz findet man den Term)
f(x)=m-x+02-13-m=m-(x—1,3) + 0,2 in Abhangigkeit vom
unbekannten Anstieg m der linearen Funktion.

Fir das Volumen des Rotationskorpers gilt damit

me [17(m- (x = 1,3) +0,2)? dx = 0,17.
Wird diese Gleichung nach m aufgel6st, so ergeben sich zwel
LOosungen.

1.3
solve(n- J (m- (,\‘—1.3)+0.2)'2 dx=0.17,m

m=-0.006168 or m=0.467707

Von den beiden méglichen Werten fir m muss man m = -0,0062
wéhlen, da der Anstieg negativ sein muss.

Damit wird f(x) =-0,0062 - (x — 1,3) + 0,2 die Gleichung, die den
Stammradius in der Hohe x beschreibt.

Den Durchmesser in einer Hohe von 15 m ergibt sich dann mit
2-f(15) = 23 cm.
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(4 BE)

Losung | Die quadratische Funktion findet man mit dem Ansatz

p(x) = a-x*> + b-x + ¢ mit Hilfe der gegebenen drei Bedingungen

p(10) = 0, p(40)=100 und p(60) = 250. Das dadurch gegebene lineare
Gleichungssystem hat die Losungen a = 1—12,b = —%,c = 0.

P(Y)==a' x2+be x+c Fertig

Li&z%:;’oo ,{a,z,,c})

(60)=250

solve

1 =5
a=—and b=— and ¢=0
12

1 =5 466.667
p(80)|a=— and b=—and ¢=0

12 6

Damit ergibt sich p(80) = % ~ 467. Der Preis fur einen

Fichtenstamm mit einem BHD von 80 cm betragt etwa 467 €
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Analytische Geometrie - grundlegendes
Anforderungsniveau

Analytische Geometrie - Beispiel 1 (grundlegendes Anforderungsniveau)®

1

(3 BE)

Losung | Die Vektoren 4B und AC kénnen als Richtungsvektoren der Ebene E
aufgefasst werden. Ein Normalenvektor 7 von E steht senkrecht auf

diesen beiden Vektoren. Die Skalarprodukte von AB und AC mit 7
ny

mussen null sein. Die Koordinaten von 71 = <n2> kénnen aus dem

ns3
Gleichungssystem ermittelt werden, dass aus den Gleichungen
AB°7 = 0 und AC°% = 0 gebildet wird.

©Definition der gegebenen Objekte

-1 ] [ 4
a=q b= 5 €= 3 3

12 2 3 3

'nl’ nl
n= n2 n2

\n3 n3

dotP(b—a,n)=0 cl

1 T 1.n2,n3 = = —

solve {dolP[c—a,n_]=0 ,'{n n2.n } nl 3 and n2=0 and n3=cl

Da das Gleichungssystem aus zwei Gleichungen mit drei Unbekannten
besteht, ist es unterbestimmt. Es gibt unendlich viele
Normalenvektoren zur Ebene E. Die Z&ahlvariable c1# 0 kann z. B.
durch c1 = 3 festgelegt werden.

1
Die Normalengleichung ergibt sich aus 75°(¥ — 04) = 0 mit ng = (0)
3

Die Koordinatengleichung von E ist x — 3z = 5 (siehe Kontrollergebnis).

° https://www.igb.hu-
berlin.de/abitur/pools2020/abitur/pools2020/mathematik/grundlegend/2020_M_grundlege_12.pdf
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Hinweis:

1
Alternative 1: Der Normalenvektor n, = (0) von E kann auch mit dem
3

Vektorprodukt ermittelt werden:

crossP(b—a,c—a) 4]
0
12|

1|4 1]

4 0 0

12 2]

Alternative 2: Eine weitere Losungsvariante bietet sich an, wenn man
zunachst die Parametergleichung der Ebene E bestimmt und dann mit

X
dem Gleichsetzen der Ebene E mit einer allgemeinen Ebene (y)
Z

das Gleichungssystem losen lasst. Als Losungsvariable nutzt man eine
der freien Variablen x, y, z.

e(s,t]:=a+s- (b—a)+t° (c—a) Fertig
' 3
solve e(r,t)=; X x=‘(3'z—5) and 2- r+z=y+7 and t=z-2
¥4
x ~(x-5) 2-x+3-y-1 (+1)
= z= and r= and t=———
solve e(r,t) y Z 3 F 12
z
Aus der angezeigten z-Koordinate z = @ ergibt sich x + 3z = 5.

(3 BE)

Losung

Um den Winkel zu Gberprifen, benttigt man den Winkel, den die
Ebene E mit der xy-Ebene einschliel3t. Der Normalenvektor der

0
xy-Ebene ist m = (0)
1

Der Winkel zwischen zwei Vektoren kann bestimmt werden durch
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5
I-[B]"

Qy

cos(a) =

Ql

o

<1> <0> 1;0. Hieraus folgt a =~ 18,4°.
oJI'll O
3 1

Die Umrechnung in Prozent ergibt ca. 33,3%.

0
m:=| g
1

_‘( dotP(n,m) ) 18.42
cos

norm(n)- norm(m)

Das ergibt hier cos(a) =

tan(18.43) 3332

Damit ist die geforderte Bedingung erfillt.

(3 BE)

Lésung | Die Seite AB ist die Seite des Dreiecks ABC, welche parallel zum
Untergrund verlauft, da die z-Koordinate der beiden Punkte gleich ist.
Die aktuelle Lange der Seite AB entspricht dem Betrag der Strecke
zwischen A und B und betragt [AB| = 5m — 1 m = 4 m. Da dieser Wert
4% groler als der Ausgangswert x ist, gilt 4 = x - 1,04. Daraus ergibt
sich ein Wert von x = 3,85 m fur die Lange der Seite vor dem ersten

Aufspannen.
norm(b—a) =
K
4 3.846
1.04

(4 BE)

Loésung | Der obere der drei Punkte A, B und C ist der Punkt C, weil er die
grof3te z-Koordinate hat. Davon ausgehend, dass das Sonnenlicht als

parallel zum Vektor AA’ verlaufend angesehen werden kann, lasst sich
der ermittelte Punkt berechnen, indem man eine Geradengleichung

aufstellt, welche durch den Punkt C in Richtung des Vektors AL
verlauft. Der Punkt auf der Geraden, welcher die z-Koordinate 0 hat, ist
der gesuchte Punkt. Man erkennt, dass fur die Gerade h mitt = % die
z-Koordinate 0 entsteht. Setzt man diesen Wert in die
Geradengleichung ein, so erhalt man die Koordinaten des
Schattenpunktes.
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Der Punkt hat die Koordinaten C(-10 | 6 | 0).

(3 BE)

Losung

Da in der Aufgabenstellung der Operator ,Bestimmen Sie ...*
verwendet wird, kann die Lésung vollstandig im Grafikfenster erfolgen.

: 2 (-5,7)

A(-5,3)

Die Messung der Flache des Dreiecks mit dem Geometriewerkzeug
liefert als Flacheninhalt A = 10 m?.

Hinweis:

Eine Berechnung des Flacheninhaltes ist mit der Formel A :%g “h

moglich, man wabhlt als Grundseite A'B' = 4 m, die zugehdrige Hohe ist
5 m (Differenz der x-Werte von A und C*) und auch so erhalt man
A=10m?
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(4 BE)

Losung

Wegen der Bedingung, dass R und S immer den gleichen Abstand zu
einem bestimmten Punkt auf der Geraden t haben, ist das Dreieck
RST; gleichschenklig mit |RT;| = |ST,].
Der Mittelpunkt M der Strecke RS ist M(
M(-1] 3| 3).

Der Vektor MT; = OT; — OM hat die Koordinaten

[/ =2-2 —1 — 1 —
mi-() (1))
-1+ 31 3 —4 4+ 31
Dann gilt fir den Flacheninhalt des Dreiecks RST;: A = % |RS| - |MT,].

Dieser ist dann am kleinsten, wenn |MT,| am Kkleinsten ist. Dies trifft zu,
wenn |MT,| senkrecht zum Richtungsvektor der Geraden t steht. Diese
Beziehung wird mit dem angegebenen Skalarprodukt

-1-2 -1
( 0 >°< 0 ) dargestellt.
-4+ 31 3

Hinweis:

VY |ﬂ | E) also
2 2 )’

Alternative Losung:

Die Berechnung des Flacheninhalts eines beliebigen Dreiecks RST;
kann z. B. mit Hilfe des Kreuzproduktes erfolgen:

A=~ (|RT;| x [RS]) = V10t = 22t + 17

Fur das Dreieck mit minimalem Flacheninhalt erhalt man mit der

Anweisung fMin den Wert t = %

1 nonn(cmssP(g(f)—?'-s‘7‘))

V10- £2-22: 1417
fMin(J 10- £2-22- 417 ,:) pail

10

ko

Diesen Wert erhalt man auch bei der Lésung der Gleichung
-1-2 -1
—4 4+ 34 3
o -1 11
dotP ) 0 =0,/ =B

-1~
0
-443- ]

solve
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Analytische Geometrie -Beispiel 2 (grundlegendes Anforderungsniveau)®

(2 BE)

Lésung | Das Volumen eines Wiirfels mit der Kantenlange a ist V = a3. Die

Kantenlange dieses Wiirfels kann z. B. als Betrag des Vektors AB
berechnet werden. Zunachst werden die Ortsvektoren der gegebenen
Punkte auf dem CAS-Rechner definiert und gespeichert.

0 3 0 £ £
aw=|q |:bi=| 3 [:g:=[ g [1:=| 3 3}

0 3 9 6 6
norm(b—a) 3 JT
norm(b-a) 5.19615
() ol
("\/’_)3 140.296

Die Kantenlange des Wiirfels ist |[AB| = 33 ~ 5,2 LE.
Sein Volumenist V = (3- V3 LE)’ = 81- V3 VE ~ 140,3 VE.

6 https://www.igb.hu-
berlin.de/abitur/pools2020/abitur/pools2020/mathematik/grundlegend/2020_M_grundlege_13.pdf
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(4 BE)

Losung | Die Begriindung kann z. B. rechnerisch erfolgen. Es wird gezeigt, dass

die Vektoren AB und HG gleich sind und dass die Vektoren AB und AH
senkrecht zueinander verlaufen.

b-a

1
o W

LUL

[¥5]

g-h

1
(48]

(5]

dotP(b-a,i-a) 0

3 3

Wegen AB = <—3> und HG = (—3) sind diese Vektoren parallel und
3 3

gleich lang. Das Skalarprodukt AB°AH ist null, also sind diese Seiten

orthogonal zueinander. Daraus folgt, dass das Viereck ABGH ein

Rechteck ist.

Der Schnittpunkt S der Diagonalen eines Rechtecks ist gleichzeitig
auch der Mittelpunkt der Diagonalen. Man erhélt ihn hier z. B. als

Mittelpunkt S (O [0 ] z) der Diagonalen AG.

Zeichnung:

a+g
§ = e
2

P4
Skizze, nicht mafstablich

o e o o
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(3 BE)

Losung

Die Vektoren 4B und AH kénnen als Richtungsvektoren der Ebene L
aufgefasst werden. Ein Normalenvektor 7 von L steht senkrecht auf

diesen beiden Vektoren. Die Skalarprodukte von AB und AH mit 7
ny

mussen null sein. Die Koordinaten von n = (le> konnen aus dem

n3
Gleichungssystem ermittelt werden, das aus den Gleichungen
AB°# = 0 und AH°7% = 0 gebildet wird.

nl nl
n=pn2 n2
n3 n3

- dotP(b—a,n)=0 o )
solve ({dotP (fr -a,n)=0 ,{ nlnzn3 }

nl=cl and n2=cl and n3=0

Da das Gleichungssystem aus zwei Gleichungen mit drei Unbekannten
besteht, ist es unterbestimmt. Es gibt unendlich viele
Normalenvektoren zur Ebene L. Die Zahlvariable c1+ 0 kann z. B.
durch c1 = 1 festgelegt werden.

1
Die Normalengleichung ergibt sich aus 75°(¥ — 04) = 0 mit ng = (1)

0
nl=cl and n2=cf and n3=0

nii=

X
b%
z

dotP|n0,

x+y=0
-a|=0

Die Koordinatengleichung von L ist x + y = 0 (siehe Kontrollergebnis).

1
Alternativ kann der Normalenvektor n, = (1) von L auch mit dem
0

Vektorprodukt ermittelt werden:
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crossP(b -a,h -a)

(2 BE)

Losung

Der Winkel, den zwei Ebenen einschlieRen, entspricht dem Winkel,
den ihre Normalenvektoren miteinander bilden.
Der Normalenvektor der Ebene L wurde in der vorigen Teilaufgabe

1
bestimmt zu n, = (1)
0

0
Die xz-Ebene hat den Normalenvektor n,, = (1) Der Winkel

0
zwischen zwei Vektoren kann bestimmt werden durch cos(a) =

M)
()

_ \/2—) 45

°b
I

Q)

al
S

=== %x/f Daraus ergibt sich

Das ergibt hier cos(a) =

a = 45°,

© 2021 Texas Instruments / Hubert Langlotz, Wilfried Zappe

Seite 53



(4 BE)

Losung | Der Term - - [BG| gibt die halbe Lange einer
Diagonalen der Seitenflachen dieses Wirfels

an. ¢
1 Skj;':e, nicht mafistablich
Der Vektor ng = (1) ist ein Normalenvektor
0
der Ebene L.

1
Der Vektor \% (1) ist der normierte Normalenvektor von L, d. h. er hat
0

1

1
1 3 q = 1 157
den Betrag - (é) = —-V2 = 1. Damit gibt der Vektor OM + 3 - [BG| -

1
%- <1) einen Vektor an, der in Richtung einer Seitenflachendiagonale
0

von M aus die halbe Lange dieser Diagonalen durchlauft. Dieser
Vektor verlauft also entweder von M nach F oder von M nach C.

1

Wegen n, = <1> muss man von M aus in positive x-Richtung und in
0

positive y-Richtung ,laufen” und gelangt deshalb zum Eckpunkt C des

Wiirfels.

1
Der Term AM + - - |BG| \% (1) gibt einen Vektor an, der von A nach
0

C verlauft. Der gegebene Term entspricht also dem Vektor AC, dem
Ortsvektor des Punktes C.

(€8]
=

1
m- cz+—- norm(g

L
ot

(€]
bo
P

o Jw o |w

o

Hinweis: Die Angabe der Koordinaten von AC ist in der
Aufgabenstellung nicht verlangt.
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(5 BE)

Losung | Die Ebene durch die Mittelpunkte der
angegebenen Kanten schneidet vom

Wiirfel ein Prisma ab. Bezeichnet man F
z. B. den Mittelpunkt von AD mit P und

den von DH mit Q, so kann das Dreieck

DQP als Grundflache des Prismas und

die Wiurfelkante CD als Hohe des Prismas
gewahlt werden. Der Flacheninhalt des B
Dreiecks DQP macht ein Achtel des
Flacheninhaltes der Wirfelseite ADHE aus. Somit kann man mit acht
solchen Prismen den Wirfel vollstandig fullen. Ein Prisma hat ein
Volumen, das einem Achtel des Wirfelvolumens entspricht.
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Analytische Geometrie - erhohtes
Anforderungsniveau

Analytische Geometrie -Beispiel 1 (erhdhtes Anforderungsniveau)’

1
a
(2 BE)
Ldsung 1
Der Richtungsvektor von gist v = | 0 |. Er beschreibt den
0
Einheitsvektor der x;-Achse und ist parallel zu dieser Achse oder liegt
0
sogar auf ihr. Der Ortsvektor <—12> von g liegt nicht auf der
9

x;-Achse, deshalb ist g echt parallel zur x;-Achse.

Um zu prifen, ob L auf g liegt, wird eine Punktprobe durchgefuhrt.
25

== 0 1

Dazu wird die Gleichung _§ = (—12) 4= 3l <0> auf eindeutige
6 9 0
Lésbarkeit beztiglich des Parameters a untersucht.

=25 -25
L= 4 4
-8 -8
] 6
0 1 Fertig
\‘g(a):= -12 +a- 0
9 0
solve(!=xg(a),a) false

Das Ergebnis ,false“ zeigt an, dass keine Losung existiert.

Hinweis: Man erkennt auch ohne Nutzung des CAS-Rechners, z. B.
schon an der zweiten Zeile —8 = —12 + a - 0, die eine falsche Aussage
liefert, dass dieses Gleichungssystem keine Losung besitzt.

! https://www.igb.hu-
berlin.de/abitur/pools2020/abitur/pools2020/mathematik/erhoeht/2020_M_erhoeht_B_2.pdf
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(3BE)
Lésung 1
Ein Richtungsvektor der Ebene E ist 7 = | 0 |. Einen zweiten
0

Richtungsvektor u erhalt man durch den Vektor, der vom Aufpunkt
K( 0] -12| 9) von g zum Punkt L (—275 |- 8 6)) verlauft, also @ = KL.
Der Punkt K (oder der Punkt L) kann auRerdem als fester Punkt der
Ebene E gewéahlt werden.

Aus den beiden Richtungsvektoren lasst sich mithilfe des
Vektorprodukts ein Normalenvektor 7 = v X u der Ebene E erzeugen.
Eine Koordinatengleichung von E erhalt man dann z. B. Gber den

Ansatz 7i°(¥ — OK) = 0.

—
|
O = O
o

1
0

,l—k)
0
—k)=0 o

Als Koordinatengleichung von E ergibt sich 3x, + 4x; = 0. Dies stimmt
mit dem Kontrollergebnis tberein.

n:=Cross P(

.—
=)

5]
-
LS
+
e
-
L
]
o

x7

x2

dotP(n,

x3
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(4 BE)

Losung | Um zu zeigen, dass OPQR ein achsensymmetrisches Trapez ist, wird
zunachst gezeigt, dass die Vektoren RQ und oP parallel zueinander
sind. AulRerdem sind im achsensymmetrischen Trapez die Schenkel
gleich lang, also miisste gelten |OR| = [P@|. Die notwendigen
Rechnungen werden mit dem CAS durchgefihrt:

T [-25 -21 0
— -_— -2 0 0
pi=| 2 [ig:= 37 =l _q5 [0r={ o 0
. L 9 0
0 9
qg-r --17-
2
0
L 0 ]
p-o [ -25 ]
2
0
L 0 |
norm(p-g) 229
norm(o—r) 229

Die Vektoren RQ und OP sind Vielfache von & = ( ) und deshalb

parallel zueinander. AuRerdem gilt |OR| = \229. Damit ist der
verlangte Nachweis erbracht.
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(5 BE)

Losung | Der Punkt S wird als Spiegelpunkt des Punktes O am Lotful3punkt F
betrachtet. Den Punkt F ermittelt man als kiirzesten Abstand des
Punktes O von der Geraden durch P und R.

A5 glt=pre-(rp) Fertig

fMin(norm(g(t]*o],t) FE

447
( E)_ ) 2500
¥ 447 ? 149
-1400

149
1050

| 149

&

o+2+

Der Punkt S hat die Koordinaten S (— 2500, _ 1400 1050)

149 149 | 149
Alternative LOosung:

Es sei G die Ebene, die senkrecht zur Ebene E liegt und die dariber
hinaus die Punkte P und R enthalt.

Der Punkt S kann dann als Spiegelpunkt von O bei der Spiegelung an
der Ebene G ermittelt werden. Dazu wiederum wird die Lotgerade ¢ zu
G bendotigt, die durch O verlauft. Mithilfe von ¢ kann der LotfuBpunkt F
als Schnittpunkt von £ mit G bestimmt werden.

Damit kann dann S berechnet werden durch die Beziehung

_— —

0S =2-0F.

Gleichung der Ebene G:
Der Normalenvektor m von G muss senkrecht zum Normalenvektor

0
n= <3> von E sein. Da das Skalarprodukt von m und 7 deshalb den

4
X
Wert null haben muss, ist der Ansatz m = (—4) sinnvoll:
3

X 0
o = (_4) . (3) —0
3 4
Die Punkte P (-2 0] 0)) und R(- 2| - 12| 9) miissen die
Ebenengleichung fir G erfillen. Sie kann in Normalenform sowohl
durch #i°(% — OP) = 0 als auch durch 7i°(% — OR) = 0 beschrieben

werden. Das Absolutglied in der zugehérigen Koordinatengleichung
muss fur beide Gleichungen tbereinstimmen.
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B ow o

]

Il

OOL\:|

)

Il
—
o ol

=
e
S —
—
II
b e
| —

x1
dotP|m, w2 P =0

x3

x1
x2|7[F°
x3

(x742)- x-4- x2+3- x3-75=0

25
xI1+—| x—4- x2+3- x3=0
2

dotP (m,

Die Absolutglieder lauten d = 22—5x und d = 2x — 75. Es wird nun

berechnet, fur welchen Wert von x die beiden Absolutglieder gleich
sind.

(25 ) -50
solve|—- x=2- x-75,x X=—
2 7
B
. — 7
Der Normalenvektor der Ebene G ist m = _4
3
. . q 50 625
Die Gleichung der Ebene G ist —— X = 45, + 3x5 — e 0.
-50
(.\'1+2)- x—4+ x2+3- x3-75=0px=—
7
-50- x7 625
=4 x2+3 x3——=0
7

LotfuBpunkt F berechnen:

Der Normalenvektor von G ist auch der Richtungsvektor der
Lotgeraden ¢, die auRerdem den Ursprung O als festen Punkt

enthalten muss.
50

() =t- _Z . Einsetzen der Koordinaten von #(t) in die Gleichung

3
der Ebene G und den zugehorigen Wert fur t ausrechnen:

-50- -50
*t

7 625
solve|=—————-4+ -4- 43 3+ f———=0¢
7 7
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50

Mit t = %z und £(t) =t - _Z werden die Koordinaten des

LotfuBpunktes F (— 11%0| — % | %) berechnet.
ﬁ Fertig

1(!):=r- 7
-4

2
]

()

si=2:F [-2500 -1400 1050}
149 149 149

149 149 149

-1250 -700 535}

2500 | 1400 | 1050
149 149 ° 149

Der Punkt S (— ) ergibt sich aus 0S = 00 + 2 - OF.

Weitere alternative Losung:

Der Punkt S liegt auf einer Geraden h, die vom Ursprung O Uber den
LotfuBpunkt F verlauft. Dabei ist weiter zu berticksichtigen, dass S
genau so weit von F entfernt ist wie O.

Wir betrachten die Ebene H, die senkrecht zur Geraden durch P und R
ist, also den Richtungsvektor von h als Normalenvektor besitzt und in
der der Punkt O liegt.

Die Gerade durch P und R hat den Richtungsvektor PR.
21

2
_1p |von H.
. - 9
So kann eine Normalengleichung von H angegeben werden durch
ng°(Xx — o) = 0.

Der Vektor PR ist der Normalenvektor s =

nh:=r-p 21

xi
dotP|nh, X2 =0
x3

Als Koordinatengleichung von H ergibt sich 22—1x1 —12x, + 9x3 =0.
Der Lotful3punkt F ist der Durchsto3punkt der Geraden durch P und R
durch die Ebene H. Diese Gerade hat die Gleichung % = OP + ¢ - PR.

o

1-x?

-12: x2+9- x3=0

o
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\pr(c):=p +er (r'—p) Fertig

xpric) 21-c 25

2 2
=ilzo
9-c

Es wird der Durchsto3punkt F dieser Geraden xpz(c) durch die Ebene
H bestimmt durch Einsetzen der Koordinaten der Geradengleichung in
die Ebenengleichung und der Ermittlung der Losungsmenge.

21 (21-¢ 25
solve|—- ——|=12--12- c+9- 9- c=0)
2 2 2

Dieser Wert von ¢ wird in die Gleichung xpz(c) eingesetzt, um F zu
erhalten:

[-1250 ]

149
=700

149
D2

| 149 |

175
fi=xpr| =—
(447)

1250 700 525)

Der Punkt F hat die Koordinaten F (_El — 725! 105

Der Punkt S ergibt sich aus 0S = 00 + 2 - OF.

s:=2- (f-0) -2500 |
149
-1400

149
1050

149 |

2500 1400 1050)

Der Punkt S hat die Koordinaten S (— 25 | T T | e

(2 BE)

Losung | Der Winkel zwischen zwei Ebenen entspricht dem Winkel zwischen
ihren Normalenvektoren.

0
Die x;x,-Ebene hat den Normalenvektor n;, = (0) die Ebene E hat
1

0
den Normalenvektor ng = (3)
4
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Die GroRRe des von ihnen eingeschlossenen Winkels a wird berechnet

nix’n
durch cos(a) = ==
12| mE|
0[]0 36.8699
dotP 0lrl3
1]|4
cos™
0 0
norm(| q [|* norm(| 5
T 1 4

Der geneigte Teil der Bahn und der Untergrund schlief3en einen Winkel
von ca. 36,9° ein.
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(2 BE)

Losung | Es ist nachzuweisen, dass alle in der Aufgabenstellung gegebenen
Punkte die Gleichung der Ebene E erfillen. Dazu werden die
Koordinaten der Punkte By, in die Gleichung der Ebenen E:

3x, + 4x; = 0 eingesetzt und es wird geprift, ob sich eine wahre
Aussage ergibt. Die Rechnung mit dem CAS ergibt ,true, also ist die
Bedingung erfullt. Der Ball hat Kontakt zur Minigolfbahn auf dem
betrachteten Teil des Weges.

DelVar k& Fertig
8
solve(,- (-8- k+—- k2)+4- (6- k-2: k2)=0,k)
2
true

Hinweis: Da weiter vorn (in Teilaufgabe b) die Variable k mit den
Koordinaten eines Punktes gespeichert wurde, muss sie, wenn sie hier
in anderem Zusammenhang verwendet werden soll, mit der Anweisung
DelVar geléscht werden.
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(4 BE)

Losung

Es muss gepruft werden, ob die Bahnkurve die Gerade g(PQ) berihrt.
25

-= 2
Die Gerade g(PQ) hat die Gleichung x = 02 +d- (—12).
0 9

2
-12
9

Fertig

wpqla):=p+d- (g-p)

Die Vektorgleichung der Bahnkurve wird gleichgesetzt mit dieser
Geradengleichung, und die Losungsmenge wird unter Beachtung des
Sachzusammenhanges interpretiert.

=5=3/c Fertig

1\717'1«'6’(}():= -8- k+§- k2
2

6+ k-2 k>
solve (Awrve (1\) =pq (d) ,k,d)

9 3 15 -15
k=—and d=— or k=— and d=——
4 8 ) 2

Das Losungspaar k = 175 und d =—12—5 entfallt, da d < 0 einen Punkt

liefert, der auf3erhalb der Minigolfbahn liegt. Fir d = Z erhalt man

jedoch einen Punkt, der zwischen P und Q auf E liegt und somit einen
Beruhrpunkt mit der Bahn.

)
Faarve|—||"
+
)
Der gemeinsame Punkt G der Seitenbegrenzung und der Bahnkurve

ist
=TI

—.
1
e
~3
1
o[
ool‘:_;
| S

xpq

.—.
1
e
2
1
ol
[3%)
=3

| S
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(3 BE)

Losung

Der kleinste Abstand der Bahnpunkte vom Punkt L kann durch das
Minimum von |LB,| bestimmt werden.

abs!(k):=norm (.'mn'e(k)-f) Fertig
tMin (abst(%) &) k=1.15552
abst(k)k=1.15552 3.64656

Das Minimum von |LBj| wird fiir k ~ 1,156 angenommen.
Es betragt ca. 3,6 LE, dies entspricht bei dem gegebenen Mal3stab
einer Entfernung von etwa 36 cm.
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Analytische Geometrie -Beispiel 2 (erhéhtes Anforderungsniveau)®

(2 BE)

Lésung | Das Volumen eines Wiirfels mit der Kantenlange a ist V = a3. Die

Kantenlange dieses Wiirfels kann z. B. als Betrag des Vektors AB
berechnet werden. Zunachst werden die Ortsvektoren der gegebenen
Punkte im CAS-Rechner definiert und gespeichert.

0 3 0 =z =
a:= 0}:b:=l_3\:g = 0\:}1? 3 3

0 3 9 6 6
norm(b—a) 3 Jj
norm(p-a) 5.19615
o)’ o3
(5_ \F)3 140.296

Die Kantenlange des Wiirfels ist |[AB| = 33 ~ 5,2 LE.
Sein Volumenist V = (3 V3 LE)’ = 81- V3 VE ~ 140,3 VE.

(3 BE)

Losung | Die Begrindung kann z. B. rechnerisch erfolgen. Es wird gezeigt, dass

die Vektoren 4B und HG gleich sind und dass die Vektoren 4B und 4H
senkrecht zueinander verlaufen.

8 https://www.igb.hu-
berlin.de/abitur/pools2020/abitur/pools2020/mathematik/erhoeht/2020_M_erhoeht_B_3.pdf
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(&) LI-Y w

w

g=h

w

w

dotP(b-a,h-a) 0

3 3

Wegen AB = <—3> und HG = (—3) sind diese Vektoren parallel und
3 3

gleich lang. Das Skalarprodukt AB°4H ist null, also sind diese Seiten

orthogonal zueinander. Daraus folgt, dass das Viereck ABGH ein
Rechteck ist.

Zeichnung:

X
Skizze, nicht mafstiblich

(3 BE)

Losung | Die Vektoren AB und AH konnen als Richtungsvektoren der Ebene L
aufgefasst werden. Ein Normalenvektor # von L steht senkrecht auf

diesen beiden Vektoren. Die Skalarprodukte von AB und AH mit A

np
mussen null sein. Die Koordinaten von 7 = <n2> kdnnen aus dem
n3
Gleichungssystem ermittelt werden, dass aus den Gleichungen
AB°7 = 0 und AH°% = 0 gebildet wird.

ni
m=l, 5
n3

_ dotP(b—a,n)=0 )
aolve({dotp(h —a,n)=0 ,{ nin2n3 }

nl=cl and n2=cl and n3=0

nil
n2
n3

Da das Gleichungssystem aus zwei Gleichungen mit drei Unbekannten
besteht, ist es unterbestimmt. Es gibt unendlich viele
Normalenvektoren zur Ebene L. Die Zahlvariable c1+ 0 kann z. B.
durch c1 = 1 festgelegt werden.
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1
Die Normalengleichung ergibt sich aus 7,°(¥ — 04) = 0 mit n; = (1)
0

nl=cI and n2=cl and n3=0

f

x+y=0
-a|=0

1
1
0

no:=

X

dotP|n0, »

4

Die Koordinatengleichung von L ist x + y = 0 (siehe Kontrollergebnis).

1
Alternativ kann der Normalenvektor ng; = (1) von L auch mit dem
0

27 1
Vektorprodukt 71y = AH X AB = (27) =27- <1> ermittelt werden:
0 0

crossP(h—a,b—a) lzﬂ
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(2 BE)

Losung

Der Winkel, den zwei Ebenen einschlieRen, entspricht dem Winkel,
den ihre Normalenvektoren miteinander bilden.
Der Normalenvektor der Ebene L wurde in der vorigen Teilaufgabe

1
bestimmt zu n, = (1)

0
0
Die xz-Ebene hat den Normalenvektor n,, = (1) Der Winkel
0

%Oﬂ
a°b

zwischen zwei Vektoren kann bestimmt werden durch cos(a) = T

)
HI

cos“(l' \/3_ ) ®
2

Das ergibt hier cos(a) =

= %\/E Daraus ergibt sich
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(5 BE)

Losung | Es sei M der Mittelpunkt der Seitendiagonale
BG. Man gelangt vom Ursprung A zum Punkt
F z. B. entlang des Vektorzuges von A lber B P
nach M und dann nach F. Die Punkte A, B Shise, icht mapstablich
und G sind gegeben, sodass auch die
Koordinaten von M leicht ermittelt werden kdnnen. Das letzte Stuick
macht der Vektor MF aus. Sein Betrag entspricht der halben Lange
einer Seitendiagonalen, also gilt z. B. [BM| = |MF|. AuRerdem steht
MF senkrecht zu BM, d. h. MF ist parallel zum Normalenvektor der
Ebene L. Es ist jedoch zu beachten, ob MF zum Normalenvektor der
Ebene L gleich- oder entgegengesetzt gerichtet ist.

Mithin ist AF = AB + BM + MF, oder kiirzer AF = AM + MF

Koordinaten von M:

AM = 4B +=-BG, aIsoM(3| —§|6)
Z 2 Z
0 3 0 -3 -3]
a:=[0\:b:=l_3 2:=|p h =l 3 l3
0 3 9 6 6 |

1
mi=b-a+—- (g-b)
2

(3] I‘L-J

1
]

6 |
Betrag von MF:
. — 3
[MF| = [BM| =5 -V6
norm(m—b) 3. \/E

3]

Richtung von MF:

Der Vektor MF ist entgegengesetzt gerichtet zum Normalenvektor

1

= (1) der Ebene L, denn 7, zeigt in einen anderen Halbraum
0

beziiglich der Ebene L wie der Vektor MF. Das kann man sich klar

machen, wenn man mit der ,Rechte-Hand-Regel“ die Richtung von

g = AH x AB bestimmt und mit der Richtung von MF vergleicht.

Der Vektor n; wird normiert, also auf die Lange 1 gebracht, indem man
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seine Koordinaten durch seinen Betrag dividiert. Der Betrag dieses
1

Vektors ist |n;| = V2. Man erhalt den Vektor 7, = \/—15 (1) der die
0

Richtung von MF angibt, und der die Lange 1 hat.

Hinweis:

Die Normierung eines Vektors kann auch mit der Anweisung
unitv(Vektor) erfolgen.

nl=

1
1
0

unitV(x/)

o |ﬁw |%|
O
; D )

Konstruktion des Vektors MF:

Wird der zu n; entgegengesetzt gerichtete Vektor

V2
LMy ()
—T, =~ 1|=~| vz | mit|MF| = [BM| = ;- V6 multipliziert, so
) \F
L 3
7 V3
haben wir den gewinschten Vektor MF = — 3. V3 erhalten.
2
0
& =5
-3.\/? 2 2
mfi= > E -_,\/j
2 2
0 0
Koordinaten von F:
3 3 3 3
o 5\ zﬁ\ z‘zﬁ\
AF =AM + MF =| -3 |—| 3 = 3 3
2] |23 ) 377 V3 )
6 0 6
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m-a+mf

w e

=
o

|
o |w

b

(2 BE)

Losung | Man bestimmt zunachst eine Gleichung der Geraden durch B und G
und bringt dann diese Geradengleichung mit der xy—Ebene zum
Schnitt, um den Punkt S zu erhalten. Dann bestimmt man die Langen
der Strecken SB und BG und bildet den Quotienten dieser Zahlen.

Gleichung der Geraden durch B und G:

3 -3
g(BG):£=ﬁ+t-B_G’=<—3>+t-<3>
3 6

xbg(r):=b+t- (g—b) Fertig

xbg(e) [3—3- r]

a 2
SL k]

6 1+3
Gleichung der xy-Ebene: z = 0

Schnittpunkt S:

Die z-Koordinate der Geradengleichung null setzen und daraus t

berechnen: 3 + 6t = 0, t = _%

Den Wert von t in die Geradengleichung einsetzen ergibt S (§| - z |0) .

Olgl“'alulua

Quotienten bilden:
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l';:—f;ll = % Der Punkt B teilt die Strecke SG im Verhéltnis 1 : 2 (von S aus

gesehen).

norm (b —s)

norm(g—b)

[

(5 BE)

Losung | Die Ebene durch die Mittelpunkte der
angegebenen Kanten schneidet vom
Waiirfel ein Prisma ab (siehe Zeichnung).
Bezeichnet man z. B. den Mittelpunkt von
AD mit P und den von DH mit Q, so kann
das Dreieck DQP als Grundflache des
Prismas und die Wiirfelkante CD als Hohe
des Prismas gewahlt werden.

Der Flacheninhalt des Dreiecks DQP
macht ein Achtel des Flacheninhaltes der Wiirfelseite ADHE aus und
somit kann man mit acht solchen gleichartigen Prismen den Wiirfel
vollstandig fullen. Das beschriebene Prisma hat ein Volumen, das
einem Achtel des Wirfelvolumens entspricht.

F

(3 BE)

Losung | Die Ebenen z = k mit 0 < k < 9 sind Ebenen, die parallel zur xy-Ebene
sind und in der Hohe k Uber dieser Ebene liegen.

Da die Raumdiagonale AG des Wiirfels auf der z-Achse und A im
Ursprung liegt, befinden sich die Eckpunkte B, E und D in gleicher
Hohe 3 LE Uber der xy-Ebene. Ebenso liegen die Eckpunkte C, F und
H alle in einer Hohe von 6 LE Uber der xy-Ebene. Deshalb gilt:

Fir 0 < k < 3 sowie fir 6 < k <9 ist die Schnittfigur ein Dreieck.

Fur 3 <k < 6 ist die Schnittfigur ein Sechseck.
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Stochastik - grundlegendes
Anforderungsniveau

Stochastik -Beispiel 1 (grundlegendes Anforderungsniveau)®

(2 BE)

Losung | Es gilt X~B,.029 UNd gesucht ist P(X > 12).
binomCdf(40,0.29,12,40) 0.504011

Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 12 der 40 Beschéftigten
weiblich sind, betrégt ca. 0,504.

(3 BE)

Losung | Der Term beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass von 40
Beschaftigten hochstens zehn weiblich sind. Die Wahrscheinlichkeit
betragt etwa 0,36.

(2 BE)

Losung | Die Anzahl der nicht weiblichen Beschaftigten muss 30 betragen, die
Anzahl der weiblichen Beschaftigten demzufolge 40 — 30 = 10.
Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(X = 10) flr X~By.¢.29 0der
P(Y = 30) fUr Y~By.0.71-

binomPdf(40,0.29,10) 0.123013

binomPdf(40,0.71,30) 0.123013

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit p hat einen Wert von rund p = 0,123.

o https://www.igb.hu-
berlin.de/abitur/pools2020/abitur/pools2020/mathematik/grundlegend/2020_M_grundlege_19.pdf
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(3 BE)

Losung | Man berechnet den Erwartungswert E(X) der ZufallsgroRe X, denn in
seiner Umgebung werden die Wahrscheinlichkeiten P(X) am gré3ten
sein.

EX)=n-p=40-0,29 =116

40- 0.29 11.6
Die beiden naturlichen Zahlen, die am dichtesten bei 11,6 liegen, sind

11 und 12, also mussen die Wahrscheinlichkeiten P(X=11) und
P(X=12) den groRten Wert haben.

(3 BE)

Losung | Das Baumdiagramm wird durch die gegebenen Wahrscheinlichkeiten
vervollstandigt. Dann lassen sich die gesuchten Wahrscheinlichkeiten
mithilfe der Pfadregeln ermitteln.

0,035 y=0,29-0,035

w
0’39/ 1-0,035\, —
> \.Z(

< 0,105 _» u
-0.29 _—
x=1-0,105 e 7

Es ist nach den Pfadregeln x = 1 — 0,105 = 0,895 und
y =0,29-0,035 = 0,01.

(3 BE)

Loésung | Es ist der Anteil der nicht weiblichen Unzufriedenen unter allen
unzufriedenen Personen zu ermitteln. Mithilfe des Baumdiagramms
und der Pfadregeln lasst sich die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass es
sich um eine unzufriedene Person aus der Gesamtheit handelt,
ermitteln durch

p1 = 0,29-0,035+ (1 —-0,29) - 0,105 = 0,0847

Die Wahrscheinlichkeit, dass es sich um eine nicht weibliche
unzufriedene Person handelt, ist p, = (1 — 0,29) - 0,105 = 0,07455.
Damit ist die Wahrscheinlichkeit p dafir, dass es sich um eine nicht
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weibliche Person unter allen Unzufriedenen handelt, gleich

0,71:0,105 0,07455
p="L2_— = ~ 0,88.
P1 0,29-0,035+0,71:0,105 0,0847
0.71+ 0.105 0.880165
0.29- 0.035+0.71- 0.105
Hinweis:
Auch der Satz von Bayes kann zur Losung verwendet werden:
__ P(ANnB)
AOEE-<

Eine weitere Moglichkeit besteht in der Verwendung einer
Vierfeldertafel:

L L ] - p
u u
w 0,035'0,29 0’29
w |0,105-0,71 0,71
L 0’847 - ] -
. T . q 0,105:0,71
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit kann als Quotient o, aus der

Vierfeldertafel berechnet werden.

(4 BE)

Losung

Hier ist eine Vierfeldertafel das Mittel der Wahl.

[ L] - ]
u u

0,04-x

w [0,1:(1x) 1-x

Die Unbekannte x gibt den Anteil der weiblichen Personen an. Von
denen sind 4%, also 0,04 - x unzufrieden. Es gibt dann 1 — x nicht
weibliche Personen, von denen 10%, also 0,1 - (1 — x) unzufrieden
sind. Da der Anteil der zuletzt genannten Personengruppe finfmal so
grol3 wie der der zuerst beschriebenen Gruppe ist, fihrt das auf die

Gleichung 0,1-(1 — x) = 5-0,04 - x. Deren Losung ist x = %

Der Anteil der weiblichen Beschétftigten in der Abteilung betragt rund
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33,3%.

222212
ot S

[

solve(O.l- (1—x)=5- 0.04 .\',\') x=0.

x=0.33333333333333Pappmeraclion(5.E- 1
1

x==—

2
-

Hinweis: Eine Losung mittels Baumdiagramm ist ebenfalls mdglich.
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Stochastik -Beispiel 2 (grundlegendes Anforderungsniveau)®

(2 BE)

Losung | Mit den angegebenen Daten und Ereignisbezeichnungen ergibt sich
folgende Vierfeldertafel.

E, E,
E, | 58% | 10% | 68%
E, | 13% | 19% | 32%
71% | 29% | 100%

b
(2 BE)
Losung | Fir die gesuchte bedingte Wahrscheinlichkeit gilt:
Pr, (By) = “0020,
a P(E1)
Es ergibt sich damit Py (E,) = % ~ 85%.

(3 BE)

Losung | Der Term beschreibt das genannte Ereignis.

Begrindung: Der Term beschreibt das Ereignis, dass E; oder nur E;
eintritt.

Dies ist genau dann der Fall, wenn mindestens eines der Ereignisse E;
oder E; eintritt.

Die Losung findet man auch gut durch eine Betrachtung der
Vierfeldertafel. Nicht zum Ereignis gehort nur das Feld E; n E, und
damit der Fall, dass weder E; noch E; eintreten. Das entsprechende
Gegenereignis dazu ist ,Mindestens eines der Ereignisse E; oder E;
tritt ein.”

10 https://www.igb.hu-
berlin.de/abitur/pools2020/abitur/pools2020/mathematik/grundlegend/2020_M_grundlege_20.pdf
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(2 BE)

Losung | Das gesuchte Ereignis ist das Gegenereignis zu ,beide Ereignisse
treten ein®.
Damit ergibt sich fir die gesuchte Wahrscheinlichkeit
P(D) = 1-P(D)=1- 0,58 = 0,42 = 42%.

e
(2 BE)
Losung | Die ZufallsgroRe X: ,Anzahl der Unternehmen, die

Prasenzfortbildungen aber keine Onlinefortbildung anbieten®, ist
binomialverteilt, es gilt X~B;s.o 13 und gesuchtist P(X > 5).

binomCdf(25,0.13,5,25) 0.2183

Die Wahrscheinlichkeit, dass mindesten finf Prasenzfortbildungen
angeboten werden, betragt ca. 22%.
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(4 BE)

Losung

Fur die gesuchte Wahrscheinlichkeit muss die folgende Gleichung, die
die Summenwahrscheinlichkeit berechnet, nach p geldst werden.

30 -
12, () p* (1= p)*0*=0,98

30 '
solve E ‘nCr{BO,k}- pk* (l—p}30—kJ=D.98,p
.’c—2 [

p="0.0342 or p=0.1795

Ebenfalls denkbar ware der Ansatz tber das Gegenereignis:

1
E Incr(30,8)- p&- (1-p)30K)=0.02,p

| k=0 |
p="0.0342 or p=0.1795

solve

In beiden Fallen erhalt man p = 18%.
Hinweise:
Alternative Losung 1

Nutzung des nsolve-Befehls in Verbindung mit binomcdf()

nSolve(binomCdf{30,p,2,30)=0.98 p,0) 0.1795

Alternative Losung 2

Grafische L6sung: Es wird die Funktion binomcdf(30,x,2,30) dargestellt

und deren Schnittpunkt mit dem y-Wert von 0,98 gesucht.

8 £1(x)=binomCdf(20,x,2,30)
(0.18,0.98)

ar

Alternative Losung 3
Systematisches Probieren

© 2021 Texas Instruments / Hubert Langlotz, Wilfried Zappe

Seite 81



binomCdf{20,0.1,2,20 0.8162

)
binomCdf(20,0.3,2,30) 0.9997
)

0.9895
20,0.17,2,30)

binom Cdf! 0.97332

binomCdf

(

(
binomCdf(30,0.2,2,20

(

( 0.98032

30,0.18,2,30)

2
a
(2 BE)

Losung | Das Modell kann nicht angewendet werden, weil es sich nicht um ein
»Ziehen mit Zurlcklegen® handelt, sondern um ,Ziehen ohne
Zurucklegen®, denn eine schon einmal befragte Person wird nicht noch
einmal befragt. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine ausgewahlte Person
mit dem Angebot zufrieden ist, verandert sich bei jedem Zug.
Beim ,Ziehen ohne Zurlicklegen® lasst sich das Modell der
Binomialverteilung nur nédherungsweise anwenden, wenn der Umfang
N der Gesamtheit sehr viel gré3er ist als der Umfang n der Stichprobe
(Faustformel N > 20n). Das ist hier aber nicht der Fall, denn
120 = 1,6 - 75.

b
(3 BE)
Losung | Zur Lésung der Aufgabe kann die sogenannte ,Lottoformel” genutzt

werden, die zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten beim Ziehen
ohne Zuriicklegen genutzt werden kann:

80\ (40
P(B) = (501)2(025)
(55)
nCr(30,50) ncr(40,25)
ncr(120,75)

~ 15,8%

0.15832

Hinweis:
Hier zum Vergleich die Losung mit dem Modell der Binomialverteilung:

Jro

" 0.0973
binomPdf{75,—,50

w
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Stochastik - erhohtes Anforderungsniveau

Stochastik-Beispiel 1 (erhéhtes Anforderungsniveau)'

(2 BE)

Losung | Es gibt zehn unterschiedliche Musikstiicke auf der CD. Bei der
Auswahl des ersten Stiicks braucht man noch nicht berticksichtigen,
ob es schon gespielt wurde. Bei der Auswahl des zweiten Stiicks darf
das erste nicht wieder genommen werden, es bleiben also noch neun
von zehn Sticken zur Auswahl. Bei der Auswahl des dritten Stticks
durfen die zwei zuerst gespielten nicht noch einmal vorkommen, es
bleiben noch acht von zehn zur Auswabhl.

Berechnung der Wahrscheinlichkeit:

10 9 8 72 18
p=am—— =—=—=10,72

Die Wahrscheinlichkeit dafir, dass die ersten drei Musikstiicke
verschieden voneinander sind, betragt 72%.

(4 BE)

Losung | Die Zufallsgrof3e X beschreibe die Anzahl der gespielten langen
Stlcke.

Man kann fur X das Modell der Binomialverteilung zugrunde legen,
denn es gibt genau zwei Méglichkeiten fir die Dauer eines
Musikstlicks, es ist entweder kurz oder lang. Wenn man weiterhin
voraussetzt, dass die Auswahl eines langen oder kurzen Stlicks
unabh&ngig voneinander erfolgt, ist das Modell einer
Binomialverteilung mit den Parametern n = 12 und

p= 1‘40 = 0,6 fur die Zufallsgro3e X gerechtfertigt. Es gilt also hier
X~B12;0,6-

Berechnung der Wahrscheinlichkeiten:

(1) genau funf lange Sticke: P(X =5) = 0,10

1 https://www.igb.hu-
berlin.de/abitur/pools2020/abitur/pools2020/mathematik/erhoeht/2020_M_erhoeht_B_11.pdf
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(2) mehr lange als kurze Stiicke: P(X > 6) = 0,67

binomPdf(12,0.6,5) 0.100902
binomCdf(12,0.6,7,12) 0.665209
Die Wahrscheinlichkeit, dass bei 12 Stiicken

genau funf lange Stiicke dabei sind, betragt ca. 10%,
mehr lange als kurze Stiicke dabei sind, betragt ca. 67%.

(3 BE)

Losung | Es soll vermieden werden, dass ein Preisnachlass verlangt wird,
obwohl der Anteil der fehlerhaften Hullen kleiner als 5% ist.

Begrundung: Durch diese Wahl der Nullhypothese wird das Risiko fur
den Fehler, der vermieden werden soll, begrenzt.

(5 BE)

Losung | Die Nullhypothese wird irrtimlich abgelehnt, wenn in der Stichprobe
zufallig ziemlich viele fehlerhafte Hullen vorhanden sind, obwohl in
Wirklichkeit weniger als 5% fehlerhafte Hullen vorhanden sind. Der
Verwerfungsbereich fur die angegebene Nullhypothese liegt also
rechts. Es handelt sich um einen einseitigen, rechtsseitigen
Hypothesentest.

Fur die ZufallsgroRe Y: ,Anzahl der fehlerhaften Hillen“ kann eine
Binomialverteilung mit n = 150 und p = 0,05 zugrunde gelegt werden.
Wegen des 10%-igen Signifikanzniveaus muss diejenige ganze Zahl k
bestimmt werden, fir die erstmals gilt P(Y = k) < 0,1.

Berechnung des Verwerfungsbereichs:

Einfach und Ubersichtlich ist das Verfahren durch systematisches
Probieren. Dabei wird die untere Grenze g, des Verwerfungsbereiches
[g.; 150] solange veréndert, bis die zugehorige Wahrscheinlichkeit
erstmals unter 10% liegt.
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binomCdf(150,0.05,gx,150)|gx=10
0.219116

binomCdf(150,0.05,gx,150)|gx=11
0.132215

binomCdf(150,0.05,gx,150)[gx=12
0.074004

Ergebnis: Wenn mindestens zwolf fehlerhafte Hillen unter den 150
Hullen entdeckt werden, wird die Nullhypothese abgelehnt.

Variante:

Man verwendet die inverse Binomialverteilung, muss dann aber k tber
das Gegenereignis bestimmen: P(Y <k —-1) > 0,9

invBinom(0.9,150,0.05,1)  [10 0.867785
11 0.925996

Auf diesem Wege ergibt sich k — 1 =11, also ebenfalls k = 12.

(4 BE)

Losung | Ein Fehler 2. Art liegt hier vor, wenn die Anzahl fehlerhafter Hillen
zufallig im Annahmebereich/Nichtverwerfungsbereich der
Nullhypothese liegt, obwohl in Wirklichkeit der Anteil fehlerhafter Hullen
groler als 5% ist.

Der Annahmebereich wird hier fir n = 250 und p = 0,05 angegeben
durch das Intervall [0, 17].

Es muss gepruft werden, fir welche Zahl p > 0,05, die
Wahrscheinlichkeit P(Y < 17) die Wahrscheinlichkeit erstmals kleiner
als 0,25 ist, wobei Y als binomialverteilt mit n = 250 und p
vorausgesetzt wird.

Ermittlung von p:

Einfach und tbersichtlich ist wieder das Verfahren durch
systematisches Probieren. Dabei wird die Wahrscheinlichkeit p

solange verandert, bis die zugehorige Wahrscheinlichkeit erstmals
unter 25% liegt.

binomCdf(250p,0,17)|p=0.08 0.287468
binomCdf'

binomCdf(2

)
502,0,17)p=0.081  0.268319
502,0,17)p=0.082  0.249968
)

binom Cdf'

(2
(2
(2
(2

502,0,17)p=0.083  0.232431
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Variante:

Auch eine grafische Losung ist denkbar. Man zeichnet den Graphen
fur die Wahrscheinlichkeit fur den Fehler 2. Art in Abhéngigkeit von der
Einzelwahrscheinlichkeit p sowie den Graphen von y = 0,25. Der
Schnittpunkt beider Graphen (mit dem Befehl Graph analysieren
ermittelt) bringt dann einen Naherungswert fiir den gesuchten Wert der
Wahrscheinlichkeit p. Sinnvoll ware es, dieses grafisch ermittelte
Ergebnis noch rechnerisch zu prifen und zu verfeinern, etwa so, wie
oben dargestellt wurde.

AWkt, Fehler 2. Art

o K (0.082,0.25)
0.1
£1(x)=binomCdf(250,x,0,17)

v

Man kdonnte auch beide Verfahren kombinieren, indem man erst
grafisch und dann rechnerisch untersucht.
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(3 BE)

Losung | Man Uberlegt sich zunachst, wie viele Ereignisse es gibt, dass bei drei
Drehungen zweimal der graue Sektor getroffen wird.

Dann ware noch zu bestimmen, wie grof3 die Wahrscheinlichkeit ist,
bei einer Umdrehung den grauen Sektor zu treffen, wenn man seinen
Offnungswinkel b kennt.

Werden beide Erkenntnisse miteinander verknipft, kann man auf den
Term schliel3en.

Anzahl der Ereignisse:

Bei jeder Umdrehung kdnnen zwei Ergebnisse eintreten, namlich
,grau” oder ,weiR“. Bei drei Umdrehungen sind das dann 23 =8
maogliche Ereignisse. Die Anzahl der glinstigen Ereignisse, also
zweimal ,grau®, betragt drei:

{(grau, grau, weil3), (grau, weif3, grau), (weil3, grau, grau)}.

Man kann diese Anzahl auch durch den Binomialkoeffizienten (;)

angeben, denn er gibt an, auf wie viele verschiedene Arten man zwei
Objekte aus einer Menge von drei verschiedenen Objekten auswahlen
kann.

Wahrscheinlichkeit fur das Treffen des grauen Sektors:

Entscheidend fir die Anzeige des grauen Sektors ist, dass der Pfeil auf
das Kreisbogenstick zeigt, das den grauen Sektor begrenzt. Der Antelil

dieses grauen Kreisbogenstiicks am Kreisumfang ist %, dann hat der

der weilRe Kreisbogen einen Anteil von 1 — 2%. Die Wahrscheinlichkeit
fur das Anzeigen zweier grauer und eines weil3en Sektors ist

() - (1-5)

Da es dafir drei Moglichkeiten gibt, hat die gesuchte
2 2.(p_
Wahrscheinlichkeit den Wert (3) : (%) . (1 — %) = %

2
Dieser Term lasst sich mithilfe der Anweisung expand umformen zu
h2 .h3
Z’.—ZZ — %, was dem in der Aufgabenstellung angegebenem Term

entspricht.
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-3 52 (p-2-1)
2
8-z~
-3 b2 (p-2-m) 3% 3.p°
expand -
2 2
8 m” 4n° 8m”

(4 BE)

Losung

Der Erwartungswert fir den Gewinn der Band beim Spiel musste null
sein, wenn man als Werte der Zufallsgrofe ,Gewinn der Band bei
vielfacher Durchflihrung des Spiels” die Héhe des Gewinns der Band
bei ,Treffer” (- 8 €) sowie ,Niete“ (1 €) beim Gewinnspiel betrachtet.

Rechnung:

Fur die ZufallsgroRe ,X: Gewinn der Band® kann man zunachst
folgende Tabelle aufstellen:

Xk -8 1
PX=x)|p |1-p

Erwartungswert0: (=8) p+1-(1—-p) =0
Daraus erhalt man p = %
Das kann nun gleichgesetzt werden mit der Berechnung aus
Teilaufgabe 3a:

3-b% 3-b3 1

4-712 8- 9

Daraus erhalt man b; = 1,37 und b, = 6,03. Die negative Lésung
entfallt.

solve

352 353 1 b)

4- 71’2
b=-1.1144 or b=1.26702 or b=6.03057

Fur die Offnungswinkel b; ~ 1,37 und b, ~ 6,03 (in BogenmaR) des
grauen Sektors kann die Band bei vielfacher Durchfihrung des Spiels
und dem Verkauf der CD gleiche Einnahmen erwarten.
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Stochastik -Beispiel 2 (erhhtes Anforderungsniveau)*?

(2 BE)

Losung | Mit den angegebenen Daten ergibt sich folgendes Baumdiagramm:
W;: der eine der beiden Widerstande ist funktionstiichtig
W.: der andere der beiden Widerstande ist funktionstiichtig

M CP ’/\ An) ¢/ (
J_L}/ \0,02 ¢ Y \\S" PR
/ N\ / \

\

Wy wL W, W,

Fur das Ereignis E; ist zu bertcksichtigen, dass es sich auf Kategorie
A bezieht. Das Bauteil ist funktionsttichtig, wenn beide Widerstéande
funktionieren. Es gilt E; = W, N W,.

Ereignis E, bezieht sich auf Kategorie B. Das Bauteil ist
funktionstiichtig, wenn mindestens einer der beiden Widerstande
funktioniert.

Esqilt E, = (W, nW,) u (W, nW,) u (W, n W,). Fir die Berechnung
der Wahrscheinlichkeit von E, ist es sinnvoll, tber die
Wahrscheinlichkeit des Gegenereignisses zu gehen. Das
Gegenereignis zu ,mindestens ein Bauteil funktioniert” ist ,kein Bauteil
funktioniert®. Fur die gesuchten Wahrscheinlichkeiten gilt:

P(E1) = P(W, N W,) = 0,98 - 0,98 = 0,9604

P(Ez) =1 - P(W; nW;) =1 — (0,02 0,02)= 0,9996

Eine Vierfeldertafel kann ebenso zur Lésung genutzt werden.

12 https://www.igb.hu-
berlin.de/abitur/pools2020/abitur/pools2020/mathematik/erhoeht/2020_M_erhoeht_B_12.pdf

© 2021 Texas Instruments / Hubert Langlotz, Wilfried Zappe Seite 89



w, | W,
w, |0,9604|00196] 0,98
w, |0,0196|0,0004| 0,02
0,98

P(E;)=0,9604
P(E5)=1-0,0004 =0,9996

(2 BE)

Losung | Die Aussage ist richtig.

Begrindung:

Es sei Ereignis E,,: ,Ein Bauteil der Kategorie A mit n Widerstanden
Wy, W,, ..., W,“. Damit es funktioniert, missen alle n Widerstande
funktionieren. Deshalb ist P(E,,)) = P(W, n W, N ... N W,).

Nach der Pfadregel folgt daraus P(E,) = P(W;) - P(W,) - ...- P(W,,). Flr
die Wahrscheinlichkeit der Funktionstiichtigkeit eines Bauteils der
Kategorie A mit n-Widerstanden gilt: P(E,) = 0,98". Der Wert von 0,98"
nimmt wegen 0 < 0,98 < 1 mit zunehmendem Wert von n ab und
nahert sich fur grof3e n der Zahl 0.

(2 BE)

Lésung | Fur die Funktionstichtigkeit eines Bauteils der Kategorie B gilt:
P(E2) =1 -P(W; nW;) =1- (1 -p)-(1-p)) =2p-p°

(3 BE)

Losung | Die Zufallsgrofe X: ,Anzahl der funktionsfahigen Bauteile der
Kategorie B ist binomialverteilt, es gilt X~B,,,, und gesucht ist P(X =
10) = 0,95.

Damit gilt P(X = 10) = (2p — p*)*° = 0,95

Der CAS-Rechner gibt mehrere Losungen an, von denen nur p = 0,928
zutreffen kann, da 0 < p < 1 qilt.
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2'P G.QEJ)

solve

(3 BE)

Losung | Die Termstruktur lasst vermuten, dass die Wahrscheinlichkeit eines
Ereignisses Uber das zugehérige Gegenereignis ermittelt werden soll,
es gilt P(E) =1 — P(E) also hier P(E) =1 — (1 — p):(1 — p?).

(1 — p) ist die Wahrscheinlichkeit, dass der einzelne Widerstand nicht
funktionstiichtig ist, (1 — p?) ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Bauteil
der Kategorie A nicht funktionstichtig ist.

Damit ist (1 — p)-(1 — p?) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass beide
Bestandteile nicht funktionsttichtig sind.

Somit beschreibt der Term 1 — (1 — p):(1 — p?) das Gegenereignis zu:
.Beide Bestandteile sind nicht funktionsttchtig®.

P(E) beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass diese Kombination
funktionstlchtig ist.

&w(([b\ﬂf
W el shaced.

(1)

bu«f&\
/\ /\ /&Rba e A

pt (rp9 P¥ (1=

(4 BE)

Losun (1—
¢ Mit der Betragsungleichung |h — p| < 1,96 - /@ lasst sich das

Konfidenzintervall zu einer gegebenen Stichprobengrdf3e n und einer
ermittelten relativen Haufigkeit h zur Sicherheitswahrscheinlichkeit von

95% angeben. Mitn =200 und h = % ergibt sich das Intervall
naherungsweise zu [0,828; 0,918].

0.8277<p<0.918

176
solveﬂ——p <1.96
200
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Hinweis:
Folgende Naherungslosungen sind denkbar:
1. Nutzung des Statistikmoduls des CAS-Rechners (Menl —
Statistik- Konfidenzintervalle) liefert [0,835; 0,925].

zlnterval _1Prop 176,200,0.95: stat.resuits

"Titel"  "1-Prop z-Intervall" |
"CLower" 0.824963
"CUpper" 0.925037

“pr 0.88

"ME" 0.045037

"n" 200.

2. Nutzung der \/iﬁ -Beziehung liefert [0,8093; 0,9507].

176 [ 1 0.950711
_+_

200 | 200

176 | 1 0.809289
©200 | 200

Das berechnete Konfidenzintervall ist die Menge aller Werte von p, fur
die gilt: Unter der Annahme, dass p der tatsachliche Anteil

funktionstiichtiger Widerstéande ist, liegt h = % in dem beziglich p

symmetrischen Intervall von Anteilen funktionstiichtiger Widerstande,
die in einer Stichprobe von 200 Widerstanden insgesamt mit einer
Wabhrscheinlichkeit von 95% auftreten.

(4 BE)

Losung | Mit der gegebenen Ungleichung bestimmt man den Mindestumfang
einer Stichprobe, der bendtigt wird, damit die Lange des
Konfidenzintervalls zur Sicherheitswahrscheinlichkeit 95% fiir jeden
Anteil funktionstichtiger Widerstande in der Stichprobe hochstens 0,05
betragt.

1. Zeile: Es wird eine Naherungsformel verwendet, in der die
unbekannte Wahrscheinlichkeit p durch die relative Haufigkeit ersetzt
wird.

h-(1-h)

2. Zeile: Der Term nimmt fur h = 0,5 sein Maximum an.

Deshalb kann man, ohne h zu kennen, den Wert fur n mit der
Ungleichung in der dritten Zeile abschéatzen.

© 2021 Texas Instruments / Hubert Langlotz, Wilfried Zappe Seite 92



Lineare Algebra - grundlegendes
Anforderungsniveau

Beispiel 1 (grundlegendes Anforderungsniveau)®®

1

(2 BE)

Losung | Die Ubergangsmatrix L ist so angelegt, dass man in der k-ten Spalte
ablesen kann, wie viele weibliche Tiere im Durchschnitt aus jedem der
Zustande ,unreif*, ,jung” oder ,alt“ in einen der drei mdglichen
Zustande ,unreif, ,jung” oder ,alt“ Gbergehen kénnen.

unreif | jung | alt
unreif | 0 1 2
jung [0,75 |0 0
alt 0 0,8 |0,7

Interpretation:

Eintrag 2: Jahrlich bringen die alten Tiere im Mittel zwei weibliche
Nachkommen zur Welt.
Eintrag 0,8: 80% der jungen Tiere Uberleben das zweite Lebensjahr.

(3 BE)

Lésung | Um den Zustand vor einem Jahr zu beschreiben, muss der Vektor v,,
der die Zusammensetzung zu Beobachtungsbeginn beschreibt, mit der
Inversen L der Ubergangsmatrix L multipliziert werden.

Rechnung und Interpretation:

13 https://www.igb.hu-
berlin.de/abitur/pools2020/abitur/pools2020/mathematik/grundlegend/2020_M_grundlege_10.pdf
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14.6667 |

Die negative Zahl flr Jungtiere in Zeile zwei zeigt, dass das Modell
nicht sinnvoll ist, um Zustande in der Vergangenheit zu beschreiben,
denn die Anzahl der Tiere muss eine nicht negative Zahl sein.

(3 BE)

Losung

Fir den gesuchten Faktor b muss die Beziehung L- v; = b-v; mitb >0
u

und b € R gelten. Die Koordinaten des Vektors v; = (]) sind ebenfalls
a
unter diesem Ansatz neu zu bestimmen.

Rechnung und Interpretation:

A solve(i- vi=b- v1,b)
b=1.5 and u=2.-j and a=j

Die Losung ergibt b = 1,5 und unter Berlcksichtigung des
Sachzusammenhanges ein Verhaltnisvonu :j:a=2:1:1.

Wenn es also doppelt so viele unreife wie junge oder alte Tiere gibt,
dann wéachst die Population von Jahr zu Jahr auf das Anderthalbfache.
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(3 BE)

Losung | Das Produkt N- M liefert eine Matrix, welche den Ubergang von einem
Frihjahr zum nachsten beschreibt. Es wird, wie schon in Teilaufgabe a
berticksichtigt, dass die Ubergangsmatrix L so angelegt ist, dass man
in der k-ten Spalte ablesen kann, wie viele weibliche Tiere aus jedem
der Zustande ,unreif*, ,jung“ oder ,alt“ im Durchschnitt in einen der drei
maoglichen Zustande ,unreif’, ,jung“ oder ,alt* GUbergehen kdonnen.

Rechnung und Interpretation:

0 1 2 0 1 2 kK 0 0 kK 0 0
- 4 = 5
= 0 0 - 0 0 0 — 0 0 — 0
m=| ¢ g ne= 6 6
9 4 9 4 = 5
0 — — 0 — — 0 0 — 00 —
10 5 10 5 6 6
n-m 0 k 2k
2
- 0 0
3 2
O — —
4 32

Der Eintrag 2k (erste Zeile, dritte Spalte) besagt, dass es pro altem
Tier im folgenden Frihjahr zusétzliche 2k unreife Tiere gibt.

Begrindung: Von Frihjahr bis Herbst bringen die alten Tiere im Mittel
zwei weibliche Nachkommen zur Welt (1. Zeile, dritte Spalte Matrix M) ,
von denen der Anteil k (1. Zeile, dritte Spalte Matrix N) bis zum
folgenden Frihjahr Gberlebt.

Hinweis: Dies sieht man gut, wenn man zunachst den Ubergang vom

Fruhjahr zum Herbst und dann den Ubergang zum nachsten Friihjahr

einzeln betrachtet.

Im Herbst gibt es insgesamt 2a-mal Nachwuchs von den alten Tieren.
Zusammen mit den schon vorhandenen jungen Tieren j sind das dann
insgesamt 2a + j Jungtiere im Herbst. Im darauffolgenden Frihjahr hat
sich die Anzahl der Jungtiere mit dem Faktor k erhoht auf (2a +j) - k

Jungtiere.
m-vi 2-a+f
4-u
5
4 9
4. 2J
5 10
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2 a4 (2- a+j)- k
4-u 2'u
" 5 3
4a 9 8 a+9-j
_+_
5 10 12

e
(2 BE)
Losung 225
Der Startvektor hat hier die Koordinaten v, = | 225 |.
225
Fur k :g betrachtet man die Beziehung(N - M)? - ,. Weil es um die
Entwicklung tiber zwei Jahre geht, muss die Ubergangsmatrix M - N
guadriert werden.
Rechnung und Interpretation:
225 225]
v2i=| 225 225
225 225
(n- m) 2, 1'.?|k=§ 2;8
325 |
Zwei Jahre nach Beobachtungsbeginn sind dann 630 unreife, 360
junge und 325 alte Tiere vorhanden.
f
(3BE)
Loésung | Fur den gesuchten Wert von k muss die Beziehung N- M - ¥; = v,

u
mit v; = <1> und k € R gelten.
a

Rechnung und Interpretation:

Die Losung des Gleichungssystems liefert:

solve(n- m-vi=v] ,k)
3 3 "
k=—————and y=—=and 8- @+9-j=12-a
2 (2- a+j) 2
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Es gibt unendlich viele Losungen. Alle Koordinaten des Startvektors
lassen sich in Abhangigkeit von j angeben. Der gesuchte Wert fir k ist

3.
2J
der feste Wert k = % . Der Startvektor hat die Gestalt v, =( j | mit
9.
2J
j€EN;j>0.
solve(S- a+9-j=12- a,a) a=9;j
4
PR ERED B D o
2 (2-a4) 4 11

Eine mogliche Zusammensetzung ware 150 unreife, 100 junge und
225 alte Tiere.

3 3 : :
J=—— and u=— and 8- a+9- j=12- a|j=100
2- (2 a+j) 2

3
#=150 and @=225 and FE
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(5 BE)

Losung | Der Beobachtungsbeginn war im Frihjahr. Um den Bestand anderthalb
Jahre vor Beobachtungsbeginn in Beziehung zur jetzigen Verteilung zu
bringen, muss man davon ausgehen, dass der Start im Herbst vor
anderthalb Jahren war. Nach dem Start wurde die
Populationsentwicklung also zunéchst durch die Matrix N, dann durch
M und nochmals durch N bestimmt. Man weil3 nur, dass zu
Beobachtungsbeginn 1053 Tiere vorhanden waren.
Die Zusammensetzung der Population beim Start vor anderthalb

1035 —j —a
Jahren kann z. B. durch den Vektor v_; 5 = ( j )

a
beschrieben werden.

Die Zusammensetzung der Population anderthalb Jahre spater wird
225

durch den Vektor v, = (225) angegeben.
225

Rechnung und Interpretation:

Obige Uberlegungen fiihren zu folgender Gleichung:

1053 —j —a 225
N-M-N ( j = <225
a 225
Die Losung wird mit dem CAS ermittelt:

solve|n- m- n*

]
a

1053—j-a
=v2,k

k=—and @=162 and j=216

lulp—!

Die L6sung des Gleichungssystems flihrt zu k = % a=162,j=216und

u=675.
Damit ergibt sich, dass es vor anderthalb Jahren 162 Alttiere gab.

u
Hinweis: Man hétte z. B. auch den Vektor < J ) als
1053 —u —j
Startvektor nutzen kénnen, da nur bekannt ist, dass u + j +a = 1053
gelten muss.
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Lineare Algebra - erhohtes
Anforderungsniveau

Analytische Geometrie/lineare Algebra -Beispiel 1 (erhdhtes Anforderungsniveau)™

(3 BE)

Losung | Als Zwischenschritt ist die Anlage einer Tabelle sinnvoll, der man die
Ubergange von einem der Zustande g (gesund), b (Milbenbefall) oder v
(verendet) zu einem anderen oder demselben Zustand entnehmen
kann. Die Zahlen in der Tabelle werden direkt aus der
Ubergangsmatrix M entnommen.

von

g |b
g]/08(04
b|01|0,2
v 01|04

R O O] <

nach

Man erkennt z. B., dass nach einer Periode 80% der vorher gesunden
Volker noch gesund sind, 10% von Milben befallen wurden und 10%
verendet sind. Dies wird im Ubergangsdiagramm durch entsprechende
Pfeile und Beschriftungen veranschaulicht.

Ubergangsdiagramm:

1 https://www.igb.hu-
berlin.de/abitur/pools2020/abitur/pools2020/mathematik/erhoeht/2020_M_erhoeht_B.pdf
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(3 BE)

Losung

Die Eintrage in der zweiten Spalte sind die Anteile der befallenen
Volker, die von einem Jahr zum néchsten gesund werden (1. Zeile,
also 40%), befallen bleiben (2. Zeile, 20%) bzw. verenden (3. Zeile,
40%). Da im Modell sowohl gesunde als auch befallene Vélker
verenden, aber naturlich keine verendeten wieder gesund oder befallen
werden kdnnen, wirde die Population so aussterben.

Hinweis:
Eine Simulation fiir den Bestand nach 100 Jahren durch M1°° - pp; mit
der fur die ndchsten Aufgaben gegebenen Anfangsverteilung

8760
vU, = <1320> zeigt dies:

4920
r?so 0.8 0.4 j
wi=l 1370 [""=|0.1 0.2 0
4920 0.1 0.4 1
0.8 0.4 0]
0.1 0.2 0
0.1 0.4 1]
100 - 0.002632
0.000398
15000. |

Es gabe nach dieser Simulation keine gesunden oder von Milben
befallene Volker mehr, sondern nur noch 15 000 verendete Volker.
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(3 BE)

Losung | Durch systematisches Probieren mit Hilfe der Matrix M? mit
z=-1, -2, ... lasst sich durch die Interpretation der Ergebnisse von
M? - vy, feststellen, wann zum ersten Male ein Milbenbefall festgestellt

wurde.
1 47 - -
m% w1 8260 2t 12000.
1320 1500.
4920 | 1500. |
-1 10200.] s i ]
m “wl m 2w 15000.
1500. 2.E-8
[ 3300. | | 1.e-8 |

Interpretation der Ergebnisse:

Jahr Anzahl
Milbenbefall

2005 1320

2004 1500

2003 1500

2002 0

Vor 2 Jahren, also im Jahr 2003, wurde zum ersten Mal ein
Milbenbefall festgestellt. Ein Jahr zuvor gab es nur gesunde Volker
(15000).

(7 BE)

Losung | Im Jahr 2004 (M) verendeten 4920 — 3300 = 1620 Volker.

wi 8760 |
1320

4920

S 10200.
1500.

3300. |

Daher wurden im Jahr 2005 die Halfte von 1620 Vélkern, also 810
Volker erganzt. Damit ergibt sich die neue Bestandsmatrix zu

8760 + 810 9570
VU, = 1320 =1 1320 ).

4920 4920
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9570
1320
4920

) P
Fr4. 1220

1 |8760+810
4920

Flr das Jahr 2006 ergibt dies durch M - vv, einen Bestand von

8184
(1221). Darunter sind 6405 verendete Volker, das sind
6405

6405 — 4920 = 1485 mehr als im Jahr davor. Die Hélfte davon, also
742 oder 743 mussen nach der Vereinbarung erganzt werden, so dass
es nun 742 + 810 = 1552 bzw. 743 + 810 = 1553 Erganzungen in den
Jahren 2005 und 2006 waren.

R
mevv2 8184.
1221.
6405.
6405-4920 1485
1485 742.5
2
743+810 1553

(5 BE)
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Losung | Ein regelm&Riges Sechseck lasst sich in sechs gleichseitige Dreiecke
zerlegen, deren Innenwinkel 60° grof3 sind. Die Grol3e der Innenwinkel
ergibt sich jeweils aus der Summe der Grof3e zweier nebeneinander
liegender Innenwinkel benachbarter Dreiecke, betragt also 120°.

Die x-Koordinate des Punktes D ist x = 3, weil BD und AE parallel zur
y-Achse und gleich lang sind und weil A und B beide auf der x-Achse
liegen.

Das Dreieck ABD ist rechtwinklig mit dem rechten Winkel bei B. Das
folgt aus der Umkehrung des Satzes von Thales, denn B liegt auf dem
Umkreis des Sechsecks mit dem Durchmesser AD.

Zur Bestimmung der y-Koordinate wendet man den Satz von
Pythagoras auf das rechtwinklige Dreieck ABD an, es gilt AB = 3 LE,
AD = 2-3 LE = 6 LE. Letzteres ergibt sich, weil die Seite AD aus zwei
Dreiecksseiten eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seitenlange 3 LE

besteht.
b \
D

2
- /
B

A

|BD| = /|AD|? — AB% = /62 — 33 = 33 ~ 5,19
Der Punkt D hat die Koordinaten x = 3 und y = 3v/3
Hinweis:

Da in der Aufgabenstellung der Operator ,Bestimmen Sie“ verwendet
wird, ist auch eine grafische Losung denkbar, so wie dargestellt.
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5.19c¢cm

i

3cm

(4 BE)

Losung

berechnet werden:

IS

2

e 9,5mm?

A= |HG x HI| = 27 -

3 3
0 0 2 2
g:=[0]h= . F ii= 3_\[3_ 3 \/3_
8 8-—— 2 2
4 2 2
8 8
norm(crossP(z-h,g—/r)) 27 \/2_
4
272 9.54594
4
Hinweis:

beschreiben.

berechnen.

Der gesuchte Flacheninhalt kann z. B. mit dem Kreuzprodukt

Man kann auch die Formel fir den Flacheninhalt einer Raute nutzen
(A= %e - f), wobei e = |GI| und f = |JH| die Langen der Diagonalen

Dazu muss man vorher noch die Koordinaten des Punktes J

Sie ergeben sich mit 0] = 0G + Hi zuJ (%l 32£ 8 + %5)-
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1 - -
ji=g+i-h 3
2
33
2
32
+8
4
i- nonn(i—g)- nor‘m(j—h) =i J2—
2 4
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Kompetenzen im Umgang mit dem TI-Nspire
CX CAS

Nachstehend werden zusammenfassend einige grundlegende Kompetenzen im Umgang
mit dem CAS-Rechner TI-Nspire dargestellt. Sie erheben keinen Anspruch auf
Vollstandigkeit.

Der Schiler kann

— Einstellungen vornehmen, u. a.: Dokumenteinstellungen
¢ Winkelmaf} (Grad- und BogenmaB), Angezeigte Ziffem: =
e angezeigte Ziffern, Winkel:
. He”lgkelt des DiSplayS, Exponentialformat;
— das Betriebssystem aktualisieren, Reell oder Komplex:
- den Prufungsmodus herstellen, Berechnungsmodus:
— den Ladezustand Uberprifen. Vektorformat: | Kartesisch &
|ﬂ| |zuriicks. | | Standaral |@| | Abbruch|

. 1:@3'2:{:'3:.& 4= | 5ela |62 il
— den Katalog und die Vorlagen nutzen. 2 7 l4al% & o ez e I h#
oo | 58] | ol

i Z H
paliz2 |5,

Y. = Assistenten aktiv

Zo| e

System von 2 Gleichungen

— Dokumente Dokumente |
° anlegen, 1: Neues Dokument (Ctri+N
; 2: Dokument 6ffnen (Ctrl+Q)
e speichern,
aﬂfrufen 3: Schlieffen (Ctrl+W)
[ ]
N ’ 4: Speichern (Ctrl+S)
e |Bschen,

5: Speichern unter...

e in Probleme und Seiten gliedern.

|
7: Copvright-Informationen anzeigen

— Variable und Funktionen definieren und Define Ax)=2- x2+3 Fertig
|6schen. . s
-1-b -1
Aal-b 36
DelVarfa,b Ferig
— den Bedingungsoperator |~ | < H solveVsin{x}:%,xl|O<\'<rr r=§ orx=%
(WITH-Operator) zur 2| = “‘ =
Einschrankung von llr% 2
X 4

Definitionsbereichen, zum Ersetzen von
Variablen u. a. verwenden.
(Zweitbelegung von )

2-a-3 bla=1and b=2 -4
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— Terme
e berechnen,
e umformen,
e ausmultiplizieren,
o faktorisieren,
e in unechte Briiche zerlegen.

- das Summenzeichen verwenden.

2
f0.001 0.1
10777 1 g99 L
3 .13 2 2
a”-b~ a“+a b+b~
a-=b
|'I _,_“l o ~ n -
expandt}.a+b}",| a“+3 a” b+3 a b +b”
(3, 2, 4 .2.,3] R
factoria”+3-a~ b+3 a b~ +b~) la+b)
; o s
4 x7+1 ‘ ——+dx-4
expand -
P el x+1

n
E (%2
k=1

nln+1) (2 n41)

— Gleichungen/Ungleichungen/
Gleichungssysteme mit dem solve-
Befehl I6sen und dabei

— die Anzeigen des Rechners richtig
interpretieren.

— Gleichungen und Ungleichungen mit
nsolve naherungsweise l6sen.
(sinnvollen Startwert verwenden)

— Gleichungen mit grafischen Verfahren
|6sen.

(5 2 |
solvel2- x“ -2 x=4x|

{ 1
solve't.\'z—4<0,x,.|

x=cJ+1 and y=cl

|
solve{sint'x“*=0,_\'} =n2 T
nSolve[sin(x)=e_Xix_ 3) 3.09626
r 2
nSolve [sin[x)=e * x, 7) 9.4247

Iz

(11.5,2.44)

f2 (\) =In (\]

e awaAWAWAWAR
VIVVV VY

f1 (gc)=5 cos(,\')

— Ableitungen von Funktionen ermitteln.

a2 ¢ e
x~ - coslx]+2- x- sinlx)

m
20,1 2
£12) 5
dx*1x] x*
Ay 2 a) ey
da’ '
— bestimmte und unbestimmte Integrale - ) Jax ol x2
von Funktionen bestimmen. S 4
2 9
{, X 2 fi_,l dx
J-1
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Grenzwerte von Funktionen ermitteln.

den Definitionsbereich von
Termen/Funktionen ermitteln.

Volumen von Rotationskorpern

f1l undef
lim l—
X—)O[IJ
11 ©
lim {—
I—)0+")\J
[ -0
lim {—{
\’—)0_""\“
o x= ‘ x#-1 and x#1
domam| X
]
lx<-1 |

W

mr
ermitteln. ™| dx B
Graphen zeichnen und dabei ggf. e
e (geeignete Fenstereinstellungen fufxl==[r\’3+1‘—"ﬂ
vornehmen, A
« Wertetabellen anzeigen, SENEEDE T 3
« stuckweise definierte Funktionen
darstellen, s
« Funktionenscharen darstellen, o] ST
« das Menu ,Graphen analysieren”
nutzen, = IR
» Schieberegler verwenden. | | fedmmn,
] &
1 .
‘10 Rt o
2[x)ex+2 f1lx)=x2 -2
667

einfache geometrische Objekte
konstruieren.

den Zugmodus nutzen.
Grol3en messen.

4 77 12

fllx]=-0.2-x%+5

Listen anzahl =seqlkk2,6,2) {246}
« definieren, preis=1152,3.992.49; {1523.99249}
e auswerten. sumlanzahl preis) 33.94
meanlpreis) 2.66667
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Tabellen fullen.
Spalten mit Listen verknupfen.

Operationen auf Spalten bzw. Zellen
anwenden.

Diagramme in Data&Statistics erstellen.

héhe 'druck iquotient

0 10131 1.44508
3000 701 1.48517
6000 472/ 1.53746
9000 307

b1
c1|=—"1
b2

. . . . A X
~ Daten mit Regression analysieren. 900 ¥ = 1028.44(0.999867}

g 700
500
300

0 Y 20b0 ' 40b0 ' GObD ' SObO '

hohe
— Zufallszahlen erzeugen. RandSeed 201298 e
rand() 0.892367

Wahrscheinlichkeiten binomialverteilter
Zufallsgrol3en berechnen.

binomial- und normalverteilte
ZufallsgroRen graphisch darstellen.

rand(3)  {0.066557,0.514712,0.883731}
randInt(1,6,5) {31452}
randBin(50,0.6,5) {29,28,26,35,24}

randNom(3.3,0.5,2)  {4.77397,3.82351}

binomPdf!3,0.5)
{0.125,0.375,0.375,0.125 }

binomPdfi2,0.5,0) 0.125

binomCdf{3,0.5) {0.125,0.5,0875,1.}

binomCdf{3,0.5,2,3) 0.5
0.18

2 0,12

== -

0.06

0.001

02 4 6 8 10121416 18 20 24
XW

£1(x)=normPdt(x 5,1 5)
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Berechnungen im Zusammenhang mit
normalverteilten Zufallsgro3e rationell
durchfihren.

|nSolve(inv Norm (0. 6,m,0 4.-)=2,m)

normCdf(-=,0,0,1) 05
invMNorm(0.8,4,0.5) 442081
1.89866

ein
=
Normalwahrscheinlichkeitsdiagramm %’
erstellen und beurteilen o
2
L
1.5 2.0 25 3.0 3.5 40 4.5 50
masse
Vektoren als Zeilen- oder [1 2 3]-a [1 2 3]
Spaltenvektoren eingeben. " H r
o 0
1 1
L [
-2 -1 1 1
2 a+b-0.2 ¢ [5 1
. 5.2
mit Vektoren rechnen : ,
solvela=k ¢ k) fe=-2.
so]ve{a=k- b,k3 false
den Betrag eines Vektors ermitteln. (' 1"] 30
norm| | .,
|5
M1y 5.47723
norm{ -2 J
1| 5
das Skalarprodukt zweier Vektoren
berechnen und anwenden. a=[1 0 ofz=[0 1 o] [o 1 o]
dotPla,b) 0
AJ dotPla,b) | n
cos™ | — .+ -
\normla) normlb) | 2
Iyop -
das Vektorprodukt zweier Vektoren 1100 0
berechnen und anwenden. croS‘-‘P( op ) 0
0]0 1
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Geradengleichungen der Form
X =Py + t - d als Variable speichern
und damit arbeiten.

die gegenseitige Lage von Geraden
bzw. Geraden und Koordinatenebenen
bestimmen.

Abstand Punkt — Gerade berechnen.

fy |1 0
guj ={2,|+!- {IJ
3 0

Fertig

—_—
WL e
- =,

i 2 L
solve| (_45&:_31‘
2 l

fMin{:nomﬂp]—gtf)l‘,t} t=4
normlp 7-g{f))jr=4 8.94427
2 1 4 1 Fertig
h(t):= a2t | 2 :g(s):= 7[+s7| 2
2 -2 3 0
den Abstand windschiefer Geraden e })ll 2_=F F
berechnen. A s .
dle,s):=hle)-g(s) Fertig
dotP(v7,4(z,s))=0
Sowe({dotp(1.-2, ( ))=0‘{!‘s}
s=-land =1
norm. (d'( - 1)) 3
Ebenengleichungen in Parameterform RN Fertig
als Variable speichern und damit o '3 A2

arbeiten.

—
(=T, B
—_

solve(g(r) =e(r,s),r,s,z)

r=-1and s=0and r=-2

Ebenengleichungen in Normalen- und
Koordinatenform erstellen.

~FH

“tf

x+z=0
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— Matrizen erstellen und mit Matrizen 0 1 02 0 1 02]
arbeiten. m=06 0 0.3 0.6 0 0.3
0.4 0 0.5 0.4 0 0.5]
120 86. |
m 8o 81.
20 63. ]
- 1. 0. o0
0. 1. -1le-14
0. 0. 1.
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