Mathematische Betrachtungen zum Ei Wilfried Zappe

Mathematische Betrachtungen zum Ei

Durch spielerisches Variieren von Parametern kann man vom Kreis Uber die Ellipse zur
Ei-Linie gelangen bzw. zu Gleichungen, die diese Kurven mathematisch modellieren. Dabei
lasst sich interessante Mathematik entdecken und anwenden. Unter anderem kann die Be-
rechnung der Volumina von Kugel, Ellipsoid und Ei eine Rolle spielen. Alle notwendigen
Rechnungen werden handisch oder mit dem einfachen wissenschaftlichen Taschenrechner
TI-30X Prio MathPrint™ durchgefuihrt.

oNer

Kreis

Die Kreisgleichung x? + y? = r? lasst sich mit dem Satz des
Pythagoras leicht begriinden. Um einen Kreis als Graph zweier
Wurzelfunktionen grafisch darzustellen, wird die Kreisgleichung
umgestellt: y;, = vVrz2 —x2und y, = — y;

Um auf diese Weise Punkte eines Kreises mit dem Radius r = 3 LE
mit dem TI-30X Prio MathPrint zu erzeugen, wird die Anwendung
aktiviert und eine Wertetabelle berechnet. Unter wird die Anzahl der Nachkom-
mastellen auf FLOAT 2 eingestellt.

Flit DEG t DEG t
Z =" ¥
flx=l9.-x"0 8(z)="f(x)N 5
: : !

Flit DEG FIx DEG hi 1 kS 3 =¥
[TA7343 RADIAN GRADIAN x F(x) 9(x)
I3 SCI ENG -3.00 [T .00
FLOAT 0 1A3 456789 ~2.50 1.66 -1.66 . .
REALITYSYA 200 |22q  |-2izw ., .
GEAGTEFH CLASSIC x="3 ‘e’

X -3 -2,5 | -2 -1,5 | 1 -0,5 |0 05 |1 1,5 |2 25 |3
f(x) | 0,00 | 1,66 | 2,24 | 2,60 | 2,83 | 2,96 | 3,00 | 2,96 | 2,83 | 2,60 | 2,24 | 1,66 | 0,00

Die Wertetabelle wird zum Skizzieren der Kreisfigur genutzt. Die Punkte zu g(x) sind durch
Spiegelung der Punkte von f(x) an der x-Achse ebenfalls leicht einzutragen.

Die Gleichung zur Berechnung des Flacheninhaltes eines Kreises A = m - r2 ist aus der
Mittelstufe bekannt.

Fur eine Betrachtung der Zusammenhange in der gymnasialen Oberstufe bietet sich hier an,
die Formel fur das Volumen einer Kugel als Rotationskorper mithilfe der Integralrechnung
herzuleiten.

V=2-7rfor(\/r2—xz)zdx=2-nf0r(r2—xz)dx=Z-H-[rz-x—x— =2'T['§T'3=—T[T'3
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Mathematische Betrachtungen zum Ei Wilfried Zappe

Ellipse
Die Kreisgleichung x2 + y? = r2 soll variiert werden. Nach
2 2
Division durch 72 ergibt sich = + 2 = 1. Man tberlege sich
T T
z. B., welche Auswirkungen es hat, wenn in den Nennern

nicht 2 steht, sondern zwei verschiedene Quadratzahlen
auftauchen, also eine Gleichung der Form

¥z y? . + .
?+ﬁ =1 mit a, b € R"vorliegt.
Leicht erkennbar sind die Koordinaten der Punkte, die man erhalt, wenn x = 0 oder y = 0 ist.
Das ergibt bereits die Haupt- und Nebenscheitelpunkte einer Ellipse. Die Verwandtschaft mit
der Kreisgleichung lasst auch eine Vermutung Uber die symmetrische Form der zu erwarten-
den Figur zu, beispielsweise als ein ,in y-Richtung gestauchter Kreis*, falls a > b ist.

2 2
Durch Umstellen der Gleichung % + Z’—Z = 1 ergeben sich wie beim Kreis zwei Funktions-

gleichungen y; = sz . (1 —z—z) =b- /1 _z_z und y, = —,.

Fur die erste Gleichung wird mit dem WTR wieder eine Wertetabel- (X
le berechnet. Die Funktionen werden in analoger Weise wie beim i
Kreis gezeichnet. ar T T,
Achsen: a =3 LE; b =2 LE L I
“—Z_ 1 le(x)=-f(x)R 1t : i
f(x)=2.[1-%1
i i

X -3 -2,5 | -2 -1,5 | 1 -05 |0 05 |1 1,5 |2 25 |3
f(x) | 0,00 { 1,11 | 1,49 [ 1,73 | 1,89 | 1,97 | 2,00 | 1,97 | 1,89 | 1,73 | 1,49 | 1,11 | 0,00

Ausgehend von der Kreisflache mit A = nr? = 7 - r - r kann durch Ersetzen von r durch a
bzw. b eine Formel fiir die Berechnung des Flacheninhalts der Ellipse mit A = - a - b vermu-
tet werden.

Volumen eines Ellipsoiden bei Rotation einer Ellipse um die x-Achse:

Vermutung durch Vergleich mit dem Kugelvolumen: V = gn ~a-b% oderV = gn - q?

V=27Tf0a<b- /1—2—2)2 dx=27T-b2f0a(1—2—z)dx=2n-b2-[x—§]:=2ﬂ-b2-(a—§)

V= %n -a-b? \ l
Dass die Lange der Achse b quadriert wird, lasst sich dadurch erklaren, i
dass die Achse b bei Rotation der Ellipse um die x-Achse die Dimension _‘_’@4 g - o ——
des Koérpers zweimal bestimmt, in Hohen- und Breitenausdehnung.* :

b ?

(Quelle: privat)
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Ei-Linie
Eine Ei-Linie kann man sich aus einer Ellipse entstanden denken,

A
wenn die y-Werte auf einer Seite vom Ursprung mit gré3er werden-
dem Abstand zum Ursprung immer kleiner werden und schlieB3lich /_1“\ y
bei null enden. Die y-Werte auf der anderen Seite vom Ursprung & >

werden mit wachsender Entfernung zum Ursprung zunéachst
groRer, um dann nach Erreichen eines lokalen Maximums wieder
kleiner zu werden und schlie3lich die x-Achse erreichen.

Dies konnte gelingen, wenn die von der Ellipse bekannte Funktion y; = b - /1 — Z—z mit einer

Funktion ¢@(x) multipliziert wird, die eben diese Veréanderungen leistet:
=9 b 1 —z—z. (vgl. KOLLER).

Die Funktion y, wird wieder durch Spiegelung von y; an der x-Achse erzeugt: y, = -y,
Fiir eine solche Funktion ¢(x) gibt es viele Mdglichkeiten, bei T
denen die Schilerinnen und Schuler auf ihre Kenntnisse Uber
Funktionen zurtickgreifen missen. Schon eine nicht allzu stark
fallende lineare Funktion ¢(x) =1 —m-x mit 0 <m < 1 kénnte das
leisten. Es kommt zu einer Uberlagerung einer linearen Funktion
mit der Wurzelfunktion, die den oberen Bogen der Ellipse beschreibt. Bei geeigneter Wahl|
von ¢(x) kann sich eine Kurve ergeben, die zusammen mit y,(x) = —y; (x) wie eine Ei-Linie
aussieht.

Wir bleiben hier bei a = 3 LE; b = 2 LE. Fur die Funktion ¢(x) wahlen wir ¢(x) =1 — 0,1x.

2 2
Esfolgt y; = (1 —0,1x) - 2 - /1—%:(2—%)- /1—%undy2:—y1.

Bevor nun eine Wertetabelle erstellt wird, lohnt es sich, anhand des Funktionsterms Vermu-
tungen uber den Verlauf des Graphen zu finden.

Die Funktion h(x) =2 — g ist streng monoton fallend und es ist h(0) = 2.

Firo<x <3isth(x) =2 —% kleiner als 2, sodass die Funktionswerte von y; in diesem

Intervall ebenfalls monoton fallend und kleiner als bei der zugrunde gelegten Ellipse sind.
Fur x = 3 hat y; den Funktionswert O.

Fior—-3<x<0ist2— g groRRer als 2, sodass die Funktionswerte von y, in einem Teilintervall
groRer als bei dem zugrunde gelegten Ellipsenbogen sind. Wenn dann aber der Faktor

1-— %2 gegen Null geht, wird auch das Produkt (2 — g) - %2 gegen Null gehen.
(Ein Beispiel fur die Macht der Null.)

Die Funktion y; = (2 — g) . /1 - %2 hat also die Nullstellen x = -3 und x = 3, bei x = 0 den

Wert 2 und im Intervall-3 < x < 0 einen lokalen Hochpunkt.
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Wertetabelle und Graph:

Wilfried Zappe

© T3 Deutschland 2025

T4
DES 9( FIM)=-F( DEG) t I P L)
Flx)=(2.- ]|1— * * : 4
. O
X -3 -2,5 | -2 -1,5 | -1 -05 1|0 05 |1 15 |2 25 |3
f(x) | 0,00 { 1,38 | 1,79 | 1,99 | 2.07 | 2.07 | 2,00 | 1,87 | 1,70 | 1,47 | 1,19 | 0,83 | 0,00
Hinweis:

Durch Verfeinerung der Schrittweite lasst sich auch der Ort des lokalen Extremums von y;
weiter eingrenzen. Allerdings muss dazu unter die Anzahl angezeigter Ziffern vergro-
Rert werden.

Fit DEG
[[AA33d3 RADIAN GRADIAM x

F(x) I(x)
GO SCI ENG R N4ITM2.0818 |-2.0818
FLOAT 0123056789 -0.7800 [2.0819 |-2.0819
{Ai0 a.+bi -0.7700 [2.0818 |-2.0818
HRTHPRIN il CLASSIC x="0.79

Das lokale Maximum von y, liegt im Intervall (-0,79; -0,77).

Erfolgt die Untersuchung des Sachverhaltes in der gymnasialen Oberstufe, kann das lokale
Maximum auch mit den Mitteln der Differentialrechnung bestimmt werden.

y=fe=(2-3)1-5

x x i
f@=(-3) J1-5+(2-%)-—=2
9 5 x2 1 X2
5 5
1,02 2 22 2?2 1
5 45 9 45 45 9X 5

=2, 1_
a5 oX T 57
xZ_ﬁ —£=0
9:2 5-2
x2 —5x— 2=
2
o =24 242 =24 aisox, ~ 5,779 (entfallt, da groker als 3) und x; ~ —0,779

Lokales Maximum: f(—0,779) = 2,082

Auf die Untersuchung der hinreichenden Bedingung kann verzichtet werden, da die Werte-
tabelle die Existenz des lokalen Maximums bei x = - 0,78 nahelegt.
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Eivolumen:
Das Volumen des Eikdrpers kann als Rotationsvolumen mit dem bestimmten Integral be-
rechnet werden:

2
V:n-f_aa<(1—m-x)-b- ’1—;(—2) dx:n-f_aa<(1—m'x)2'bz'(l—z—z)>dx

2
V:bz-n-ffa(—%-x4+i—rg-x3—%-x2+m2-x2—2m-x+1)dx

4 1
V:§a-b2-n-(1+§m2-a2)

Anwendung:
Die Abbildung zeigt - etwas vergrof3ert - den Umriss eines Eies.
a) Bestimmen Sie eine Gleichung dieser Ei-Linie als mathemati-
sches Modell.
b) Erstellen Sie eine Wertetabelle dieser Funktion und zeichnen
Sie die berechneten Punkte in die Abbildung ein.
c) Berechnen Sie das Eivolumen. (Quelle:privat)
d) Anregung fir ein Hausexperiment:
Messen Sie fir ein hartgekochtes Ei das Volumen durch Messung des verdrangten
Wasservolumens nach Eintauchen in Wasser.
Halbieren Sie das hartgekochte Ei entlang seiner Langsachse.
Markieren Sie seinen Umriss auf kariertem Papier oder Millimeterpapier.
Fuhren Sie ein Koordinatensystem ein.
Berechnen Sie eine Gleichung der Umrisslinie und prifen Sie, ob die damit berechneten
Punkt auf der Umrisslinie liegen.
Berechnen Sie das Volumen.
Vergleichen Sie des Ergebnis mit dem anfangs durch Messung ermittelten Volumen.

v
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Hinweise zur Lésung:

a) Ablesen lassen sich auf den Koordinatenachsen die Langen der Hauptachse zu
a ~ 2,8 LE, der Nebenachse mit b ~ 2,3 LE. Die Koordinaten eines weiteren Punktes,
z.B. P(0,5|2,2), werden zur Berechnung von m in der Gleichung der Ei-Linie bendtigt.
Die Randkurve hat bei x = 0,5 den Funktionswert von ca. 2,2.
Einsetzen der Werte von a und b sowie der Koordinaten von P in die Gleichung

yi(x)=(1—-m-x)-b- ’1—2—2:
22=(1-m-05)-2,3" /1 —2’—22 und m ausrechnen:

22 =1-05m
2,3 [1-22
’ 2,82
m=2-—22
0,5-2,3- 1—%
m = 0,0557
2_ 2.2 2_ o e 5 M
2 0.5
o.s*z.a*] 1- % 9-5*2-3*1 -8
’ B.8557
Also kénnte y,(x) = (1 —0,0557-x)-2,3- [1— % eine Naherung fir die Gleichung der

Ei-Linie sein.

b) Wertetabelle und Zeichnung.

X -281-2,5 | -2 -15 | -1 -05 1|0 05 |1 15 |2 25 |28
f(x) | O 1,18 11,79 12,10 | 2,27 {2,331 2,3|2,20|2,03|1,78(1,43|0,89|0

Flit DEG

£(x)=(1-0.0557>"

4

c) Volumenberechnung (siehe Seite 4 unten):
— A p2. . 12.,2Y=2%.98.232.. 1, 2.992) ~
V=>%a-b? mw-(1+zm?-a?)=3-28-23% m-(1+-0,05572-2,8?) ~ 6235 VE

Fiit DEG -

442, 842, 3% 14¥
62 35
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d) Beispiel: Volumenmessung durch Wasserverdrangung 47 ml.
a~28cm;b=19cm;P(1|1,7)

47

m =~ 0,0421 L

2 Pt ]
vy, =(1-0,0421-x)-1,9- 1_ﬁ § ,
Volumenberechnung: e by i3
V ~ 42,5 cm3 \

b ~
Erganzungen®:

a) Es lassen sich auch Ei-Linien von geeigneten Gegenstanden aus dem Alltag (Deko-
Artikel, Kinder-Uberraschungsei usw.) vorgeben und dazu die Gleichungen ermitteln.

b) Verwendet man z. B. Huihnereier, so lassen sich deren Volumina nicht nur berechnen,
sondern auch durch die Verdrangungsmethode (Eintauchen in Wasser, Messung des
verdrangten Wasservolumens) zu Vergleichszwecken bestimmen (siehe Seite 5/6).

c) Interessant sind z. B. auch Félle, bei denen fur die Funktion ¢(x) =1 —-m-xmit0<m<1
der Parameter m anders gewahlt wird. Sie lassen sich ebenfalls spielerisch erkunden.

By
Ay Ay 4
X 4
x X xxxxx
X XXX
X X x’(xx *xx
R X 1 Xy X 1T X X
o XX o o o
x XX, ey = R > —
LR xxx 1 1)(
X x X
x
) " X 3 X x ¥
xx XxX L
m=0,8 m=0,3 m=0,4

Eine weitere Moglichkeit fiir ¢ (x) wére z. B. die Verwendung einer geeigneten Exponen-
tialfunktion ¢ (x), z. B. ¢(x) = 27%1* anstelle der linearen Funktion. Mit der Verwendung
anderer Koeffizienten im Exponenten dieser Funktion oder gar anderer Funktionstypen
sind interessante Figuren zu beobachten.

!Die Zeichnungen wurden mit der TI-Nspire Software erstellt.
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Einige Beispiele:

Ay
x x
1 X X 117%, x xXxyl T XXx X
— -- o - >
1 X " XxxX Txxx
X
x x
x x
Xxxx g% x
p(x) = 2702 px) =27 o(x) = sin(3)

Um moglichst viele solcher ,Ei-Linien“ und andere Graphen zu erhalten, ist - vor allem,
wenn die Schuler keine Funktionsplotter zur Verfligung haben - eine arbeitsteilige Unter-
richtsgestaltung wohl sinnvoll.

Damit der mathematische Gehalt nicht durch bloRe Spielerei verloren geht, sollten die
Schilerinnen und Schiiler angehalten werden, die Ergebnisse anhand der verwendeten
Funktionen und deren Eigenschaften aus mathematischer Sicht vorherzusagen oder
nachtraglich zu begriinden.

Es steht auRRer Frage, dass sich die hier beschriebenen Uberlegungen mithilfe von Funk-
tionsplottern, z. B. mit dem TI-Nspire, auf ahnlichem Wege rascher und anschaulicher an-
stellen lassen, aber sie sind eben auch mit weniger digitalem Aufwand, aber mit der An-
wendung elementarer Kenntnisse durchfihrbar.
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