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1. Motivation
Die Normalverteilung mit Erwartungswert y und Streuung o
besitzt die Dichtefunktion

2

20°
Daher treten in allen moéglichen Anwendungen Integrale der
folgenden Art auf:

1
p(u,o,x)=
o\N2r

b
Jp(u,o-, x) dx = I(,u,a,a,b)
a

Bekanntlich ist die Dichtefunktion p der Normalverteilung
nicht elementar integrierbar. Der Hauptsatz der Integralrech-
nung hilft also nicht weiter, um Wahrscheinlichkeiten als be-
stimmte Integrale mit der Dichte p zu berechnen. Es bleibt
als Ausweg die numerische Integration, sofern die Integrati-
onsgrenzen a und b konkret gegeben sind. Traditionell
wurde die allgemeine Normalverteilung durch eine affine
Koordinatentransformation standardisiert. Die Standardnor-
malverteilung besitzt die Dichte p(0,1,x). Die zugehdrige
Verteilungsfunktion

u
o(u)= [ p(0,1 2) &z
wurde fir ausgewahlte Werte von u numerisch berechnet

und tabelliert. In den Anwendungen wird im allgemeinen Fall
die Transformation

zur Standardisierung verwendet.

Taschenrechner machen leistungsfahige numerische Integra-
tionsroutinen allgemein verflgbar. So stellt sich die Frage, ob
die Standardnormalverteilung im Unterricht noch eine beson-
dere Rolle spielen soll. Erlaubt uns die numerische Integrati-
on, Normalverteilung ohne Standardisierung zu behandeln?
Die Antwort lautet: Im Prinzip ja, aber ... .

2. Erfahrungen

Die folgenden Beispiele beziehen sich auf die Implementation
des Gauss-Kronrod-Verfahrens bei den Rechnern Tl Voya-
ge™200 (0S-Version 3.10) und TI-Nspire™. Mit dem Befehl

nInt(p(u,s,x),x,a,b) =/(u0,a,b)

wurden die Werte aus Tabelle 1 gefunden. Mit den gewahlten
a, b ware [=1 zu erwarten.

u c a b I(u,0,a,b)
0 1 —oo oo 1
0 0.01 —c0 oo 1
10 0.01 —c0 oo 1
10 | 0.001 —c0 oo 0
100 | 0.01 0 300 0
0 1 -5000 | 7000 0
Tabelle 1: Experimente mit den Gauss-Kronrod-
Verfahren

3. Weitere Fehler, eine Analyse
Eine grosse Uberraschung erlebt, wer das Integralzeichen
des TI-VoyageTMZOO benutzt, um z.B. das Integral

5,1

J p(5. 0.1, x) dx

5
zu berechnen: Die Antwort lautet 5.405...-10**". Der Grund fiir
das Verhalten der Software wird klar, wenn man versucht,

10

Jp(s, 0.1, x) dx

5
mit dem CAS des VoyageTMZOO ‘formal' zu integrieren, statt
die numerische Integration direkt aufzurufen. Das CAS entwi-
ckelt den Term

2
(x-y)
262
vor der numerischen Integration in eine Summe und benutzt
dann die Darstellung

(x5
2-0,01

(*)

exp| — = exp(-1250)- exp(SOO -x—=50- x2)

~1,35....107543 -exp(soo X-50- x2)

Dieser numerische Sundenfall 1&sst sich mit der standardisier-
ten Normalverteilung vermeiden. Wirde das CAS die vom
Benutzer eingegebene Standardisierung in () fir die numeri-
sche Integration verwenden, ware das Beispiel harmlos. Das
Beispiel zeigt einen Nachteil einer Software, die alleine nach
syntaktischen Regeln Termumformungen vornimmt. Im Kon-
text mit der numerischen Integration ist die Umformung un-
sinnig. Sie zerstort die implizit formulierte Standardisierung -
mit verheerenden Folgen fir die nachgeschaltete numerische
Integration. Wer von Anfang an mit der numerischen Integra-
tion nInt (...) arbeitet, findet hier jedoch das korrekte Er-
gebnis [=0,51].

4. Folgerungen
'Formal exakte' Integration ist bei der Normalverteilung an
sich sinnlos. Die numerische Integration ist in diesem Falle
prinzipiell der richtige Ansatz. Aber bei gegebenen Werten flr
4 und o kann es Werte fur a und b geben, so dass das
Gauss-Kronrod-Verfahren das Integral

I(,u,a,a,b)

nicht korrekt erfasst. Das ist eigentlich keine Uberraschung,
ist doch bekannt, dass die numerische Integration mit nur
endlich vielen Abtastwerten des Integranden arbeitet. Wenn
die Funktionswerte an den Abtastpunkten so nahe bei 0 lie-
gen, dass das Verfahren sie zu 0 rundet und wenn die Dichte
p im Intervall [a,b] asymmetrisch verteilt und lokal konzent-
riert ist, so ist die blind angewandte numerische Integration
nicht zuverlassig.
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Bei der standardisierten Normalverteilung liefert die Methode
von Gauss-Kronrod fir alle praktischen Belange zuverlassige
Ergebnisse, wenn die Integrationsgrenzen mit Riicksicht auf
die o - Regeln einsichtig gewahlt werden.

Die Standardisierung der Normalverteilung kann helfen, dass
jene Uberlegungen gemacht werden, die nétig sind, damit das
numerische Integrationsverfahren gute N&herungen liefert.
Die Arbeit mit den Tabellen ist aber definitiv ein Anachronis-
mus.
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