» Modellierung durch Funktionsanpassung —
Regression oder Schieberegler?

Einfiihrung

Das Modellieren von Prozessen durch

mathematische Funktionen ist ein wichtiger
Bestandteil des heutigen Mathematik- und Physikunterrichtes.
Dazu stehen haufig Daten in Form einer Tabelle als Basis fir
solche Untersuchungen zur Verfigung. Um diese Daten durch
eine Funktion zu beschreiben, gibt es mehrere Mdglichkeiten.
So bieten graphische Taschenrechner und Taschencomputer
mit CAS Regressionsverfahren fir eine groe Anzahl von
Funktionsklassen an. Der TI-NspireT'\’I verfligt Uber eine zu-
satzliche Alternative, die Schieberegler. Damit lassen sich die
Parameter vorgegebener Funktionstypen so einstellen, dass
sie gegebene Daten moglich gut beschreiben. Einige Funktio-
nen lassen sich auch manuell durch Ziehen mit der Greifhand

an Daten anpassen.
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Abb.1: Funktionsklassen fiir Regressionen

Bei allen Verfahren ist es notwendig, dass die Schiilerinnen
und Schiler Kenntnisse uber die Funktionsklassen (Abb.1)
haben, die von den Rechnern fiir die Approximation angebo-
ten werden bzw. um einen Funktionstyp auszuwahlen, bei
dem dann die Parameter mit dem Schieberegler variiert wer-
den sollen.

Die Schilerinnen und Schiler sollten bereits aus dem Gra-
phen erkennen kénnen, welcher Klasse die zugehdrige Funk-
tion angehoéren kénnte. Auch aus der Wertetabelle kénnen
Kenntnisse Uber den Funktionstyp gewonnen werden, indem
die Zusammenhange bei den jeweiligen Punktepaaren unter-
sucht werden. Bei der Arbeit mit Schiebereglern muss zusatz-
lich erkannt werden, welche Parameter variabel sein missen
und in welchem Zahlbereich die Parameter gewahlt werden
missen, um einen Funktionsgraph mdglichst gut durch die
Datenpunkte verlaufen zu lassen.

Eine sinnvolle rechnerunterstiitzte Modellierung setzt also
eine Reihe wichtiger mathematischer Kompetenzen voraus.
Deren Anwendung und nicht die anschlieBende numerische
Berechnung oder das Ziehen am Schieberegler ist der wichti-
ge Teil von Modellierungen. Kritiker des Einsatzes von Ta-
schencomputer im Unterricht vergessen dies haufig.

Anhand von drei Beispielen werden nachfolgend die Metho-
den zur Modellierungen demonstriert. Damit wird ein Vergleich
der Verfahren maoglich.

Modellierung mithilfe von
Regression und Schiebereglern

Beispiel 1 (Regression und Schieberegler)

In einem kleinen Messzylinder ist ein eingeschlossenes Gas-
volumen zunéachst komprimiert und anschlielend expandiert
worden. Dabei ist fir bestimmte Volumina (dc03.event) der
Druck (dc03.press1) aufgezeichnet worden.
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Abb.2: Graphische Darstellung der Messdaten

In Abb. 2 sind die Daten graphisch dargestellt und in Abb.3 in
einer Tabelle zu sehen.

Ziel der Modellierung soll sein, dass die Beziehung

pV) = ")

erkennbar wird.
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Abb.3: Messdaten

Fir eine Modellierung muss zunachst der Funktionstyp festge-
legt werden. In der Tabelle in Abb.3 ist in Spalte C das Pro-
dukt der Werte von Volumen und Druck berechnet worden,
das fir alle Messpunkte etwa konstant ist. Dies deutet auf
eine antiproportionale Zuordnung. Eine solche wird in dem
Menu in Abb.1 nicht angeboten. Stattdessen muss man aus
dem Meni fiir die moglichen Regressionsfunktionen in Abb.1
Power Regression“ (Potenzfunktion) wahlen. (¢, 1:Actions,
4:Statistics, 1:Stat Calculations... 9:Power Regression)
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Abb.4: Modellierung durch die Regressionsfunktion

Die Regressionsfunktion ist als f3(x) gespeichert und in Abb.4
zusammen mit den Daten graphisch dargestellt worden. Sie
beschreibt recht gut den Verlauf der Messdaten. Die Aufgabe
zur Modellierung der Daten ist somit erfillt. Man erhalt:

p(V)=26,8- V¥ (2)
Nun wird die Modellierung mit Schieberreglern gezeigt. Dazu
bendtigt man im Allgemeinen genauere Kenntnisse Uber den
Datentyp und auch den Wertebereich der Parameter. In Spal-

te ,C“ der Tabelle (Abb.3) ist das Produkt p-V berechnet
worden, das flr alle Werte nahezu konstant ist. Daher kann
geschlossen werden, dass die Daten durch eine Funktion des
Typs
fx)= <
X
beschrieben werden kénnen.

In der Applikation Graphs & Geometrie wird nun ein Schiebe-
regler installiert mit ¢, 1:Actions, A:Slider. Die Parameter fiir
den Schieberegler kann man mit (=)@, 1:Settings... einge-
ben.
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Abb.5: Funktionsanpassung mit Schieberegler

Durch die Berechnung in der Tabelle in Abb.3 ist bekannt,
dass fur k gilt: 29 < k < 31. Entsprechend kdénnen die Gren-
zen von k eingegeben werden. Mit der Greifhand (Abb.5) kann
dann k eingestellt werden. Fur k = 29,6 ist eine gute Appro-
ximation der Daten erreicht. Die Modellfunktion ist demnach:

©)

Regressionsfunidion (=]
13(x)=26.8486-x 0369757

Funikdion mit Schieberegler bestimmi

I0.67

Abb.6: Vergleich der Modellfunktionen

Ein Vergleich der Modellierungen in Abb.6 zeigt, dass beide
Funktionen gemaR (2) und (3) sehr gute Approximationen der
Daten ergeben. Eine Entscheidung zwischen ihnen muss
nach fachlichen und bzw. oder didaktischen Gesichtspunkten
erfolgen. Hier ist dem Ergebnis (3) mit dem Schieberegler der
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Vorzug zu geben, denn das Ergebnis (2) der Regression mit
dem Exponenten -0,97 lasst das zugrunde liegende Natur-
gesetz, die antiproportional Beziehung zwischen p und V,
nicht klar erkennen.

Beispiel 2 (Schieberegler):

Ein Gymnastikball fallt aus einer Hohe von ca. 2m zu Boden
und springt mehrfach auf. Seine Bewegung wird mit einem
Ultraschallabstandssensor aufgezeichnet und ist in Abb. 7
dargestellt. Der Graph besteht aus einer groen Anzahl von
Bogen, die vermutlich durch quadratische Gleichungen be-
schrieben werden kénnen. Der Nachweis ist nicht mit einer
Regressionsrechnung zu fiihren, weil bei einer Regression
eine Ausgleichsfunktion zu dem gesamten Datensatz berech-
net wird und nicht zu den einzelnen Bdgen. Erst wenn man
sich einen Ausschnitt, z.B. einen einzelnen Parabelbogen
wahlt, wird eine Regression sinnvoll.
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Abb.7: Zeit-Weg-Diagramm des springenden Balles

Ein Schieberegler kann flexibler eingesetzt werden. Z.B. ist es

moglich, die einzelnen Bégen durch Parabeln vom Typ
k-(x-X%0)*+ Yo

zu approximieren. Dazu waren allerdings drei Schieberegler

fur xo, yo und k erforderlich.
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Abb.8

In dem Display des Handhelds kénnten sie nur mit Mithe un-
tergebracht werden. Aullerdem ist es sehr schwierig, eine
Funktion mithilfe von drei Reglern durch die Punkte hindurch-
zulegen. Eine Reduktion der Parameter ist daher dringend
empfohlen. Das ist hier mdglich, denn man kann den Schei-

telpunkt S(xo|yo) der Parabeln leicht aus dem Graphen ab-
lesen. Danach ist nur noch ein Regler fur k erforderlich, um
den Graphen anzupassen.
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Abb. 9

Mit der Spurfunktion (¢, 5:Trace) kénnen die Koordinaten
der einzelnen Datenpunkte angezeigt und mit der Entertaste
fixiert werden. Auf diese Weise werden die Scheitelpunkte
bestimmt. Danach wird ein Schieberegler (¢, 7:Actions,
A:Slider) installiert und das Intervall fir k festgelegt (C)@e),
1:Setting..).

AbschlieBend werden in der Eingabezeile nacheinander die
Funktionen f1 bis f4 zur Modellierung der ersten 4 Bbgen ein-
gegeben.
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Nun wird mit der Greifhand der Schieber so eingestellt, dass
die Parabeln mdglichst gut durch die Messpunkte verlaufen.
Offensichtlich gelingt mit k = -4,4 eine Anpassung fir alle vier
Bogen des Graphen. Mit dem so ermittelten Wert fir k lassen
sich die Parabelbdgen durch die Funktionen f1 bis f4 be-
schreiben.

Fir die physikalische Interpretation bedeuten die Scheitel-
punktskoordinaten yo die Anfangshdhe ho der Fallbewegung
und xo die Startzeit to. Da die Variable x der Zeit t ent-
spricht, kdnnen die einzelnen Parabelbdgen beschrieben wer-
den durch:

s(t)=h0—4.4smz-(t—t0)2
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Beispiel 3 (manuelles Anpassen)

Das Anpassen von Funktionen kann mit dem TI-NspireT'VI in
einigen Fallen noch einfacher und intuitiver durchgefiihrt wer-
den. Graphen von linearen, quadratischen, trigonometrischen
Funktionen und einigen Exponentialfunktionen kdnnen mit der
Greifhand so verandert werden, dass sie vorgegebene Bedin-
gungen erfiillen.
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Abb.11: Anpassen der Schwingungsdauer und Schwingungsweite

In Abb. 11 ist das Zeit-Weg-Diagramm einer Pendelschwin-
gung dargestellt, die durch eine trigonometrische Funktion
modelliert werden soll. Dazu ist in der Editorzeile eine Sinus-
funktion eingegeben worden, bei der die Schwingungsweite
und die Schwingungsdauer mit den Parametern 0,25 und 2
bereits der gezeigten Schwingung angepasst ist. So ist das
Manipulieren des Graphen deutlich einfacher. Fir das Bear-
beiten stehen zwei Werkzeuge zu Verfugung. Klickt man auf
den oberen oder unteren Teil des Graphen, so verandert sich
der Zeiger wie in Abb. 11. Die Schwingungsweite kann durch
vertikales Ziehen und die Schwingungsdauer durch horizonta-
les Ziehen am Graphen eingestellt werden.
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Abb.12: Anpassen der Schwingungsdauer und -weite

In Abb.12 ist eine solche Veranderung erfolgt. Dabei hat sich
gleichzeitig der Funktionsterm entsprechend den Verschie-
bungen verandert.
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Abb.13: Verschiebung in x- und y-Richtung

Zur Einstellung der Anfangsbedingung klickt man auf den
Graphen der Funktion in der Nahe der x-Achse. Wiederum
verandert sich der Zeiger (Pfeilkreuz in Abb. 13), nun kann der
Graph vertikal und horizontal verschoben werden kann. Die
erfolgte Verschiebung ist wieder in der Anderung des Terms
zu erkennen. Die beschrieben Werkzeuge missen nun mehr-
fach eingesetzt werden, damit eine zufriedenstellende Model-
lierung entsteht. Dazu gehdéren einerseits etwas manuelles
Geschick und andererseits Kenntnisse Uber den Funktionstyp,
denn man muss sich immer wieder darliber klar werden, wel-
chen Parameter man andern will.
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Abb.14: Modellfunktion

Abb. 14 zeigt das Ergebnis der manuellen Modellierung mit
dem Term der Modellierungsfunktion in der Eingabezeile.

Approximiert man die Daten mithilfe einer Regressionsrech-
nung, so erhalt man den folgenden Term:
0,203 -sin(3,98 - x + 2,23) - 0,0007 .

Die Abweichung beider Terme ist sehr gering. Lediglich die
unterschiedlichen absoluten Zahlen im Argument der Sinus-
funktion (Verschiebungen in x Richtung, bzw. Phasenver-
schiebungen) bedirfen einer Erlduterung. Fir die Differenz
der Werte gilt:

2,23-(-3,91)=6,14=2n
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Wegen der Mehrdeutigkeit der Sinusfunktion sind Graphen,
die sich um 27 unterscheiden, identisch.

Zusammenfassung
Im Folgenden ist zusammengestellt worden, was die Verfah-
ren zur Modellierung im Einzelnen charakterisiert:

Die Arbeit mit Regressionsfunktionen

= ist schnell und problemlos ausfihrbar,

= fiihrt zu einem eindeutigen Ergebnis, weil es wird
mithilfe der Methode der kleinsten Fehlerquadrate
berechnet wird,

= st auf vorgegebene Funktionen (s. Abb.1) be-
schrankt (lasst u.a. Modellfunktionen x'1, x'2, 2%
10, e * nicht zu),

= fiihrt bei der Modellierung von Prozessen, die sich
exponentiell einem anderen Wert als Null annahern,
zu keinem korrekten Ergebnis,

=  kann nicht auf einen Teil der gegebenen Daten an-
gewendet werden,

= |asst Schilerinnen und Schiiler nicht erkennen, wie
die Modellfunktion zustande kommt.

Bei der Arbeit mit Schiebereglern

=  kann jeder Funktionstyp gewahlt werden,

= st die Kenntnis tber Funktionstypen erforderlich,

= st die Kenntnis tber Verschiebung und Streckung
von Funktionen bei der Anpassung an Daten erfor-
derlich,

=  sind Ausschnitte der Daten bearbeitbar,

= kann die Zahl der Parameter zu grol3 werden,

= muss die Grofenordnung der Parameter der Modell-

funktion méglichst vorher ermittelt werden,

= weisen die Ergebnisse individuelle Unterschiede auf,

= ist experimentelles Geschick erforderlich,

= st das Regeln spannend.
Fir eine Modellierung durch Regression spricht die einfache
und schnelle Durchfiihrung und die Eindeutigkeit der Lésung.
Das Einrichten von Schiebereglern dauert langer und die An-
passung durch die Einstellung der Regler ist manchmal mih-
sam. Aber diese Methode ist auch dann anwendbar, wenn die
Regression nicht zum Erfolg fiihrt. Auerdem sind deutlich
groRere Kenntnisse Uber Funktionen und Funktionsklassen
erforderlich. Dies sind auch auflerhalb dieser Problemkreise
Kompetenzen, die vor allem fir das Arbeiten mit CAS drin-
gend erforderlich sind. Deshalb sollten Modellierungen nach
Mdoglichkeit mit Schiebereglern durchgefihrt werden, um die-
sen Kompetenzerwerb zu fordern.
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