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Vorwort 


 
Der Schwerpunkt dieses Unterrichtsmittel liegt auf dem Thema Kombinatorik. Das 


erste Kapitel gibt aber zunächst eine kurze Einführung in die Wahrscheinlichkeitsrech-


nung. Dies erlaubt es die Kombinatorikaufgaben auf Wahrscheinlichkeitsprobleme zu 


erweitern. Dadurch gelingt es, die Studierenden für das Thema Kombinatorik besser 


zu motivieren. Ausserdem kann die Wahrscheinlichkeitsrechnung auf diese Art schon 


sehr früh mit der Kombinatorik zusammen eingeführt werden (z.B. im 9. Schuljahr) 


Eine grosse Anzahl von Aufgaben aus diversen Gebieten und von unterschiedlichem 


Schwierigkeitsgrad erlaubt der Lehrkraft eine geeignete Auswahl zu treffen, je nach 


Ausbildungstypus und Leistungsniveau. Einzelne Themen eignen sich auch zur Vertie-


fung oder für spezielle Schulwochen. 


Zu jedem Thema wird zuerst ein Musterbeispiel vorgelöst. Damit können die Studie-


renden die nachfolgenden Aufgaben selbständig lösen. Diese Unterrichtseinheit eignet 


sich deshalb auch für selbstorientiertes Lernen (SOL). 


Im Anhang I werden die Resultate der Aufgaben zur Kontrolle gegeben. Im Anhang II 


sind die Lösungen als zusätzliche Hilfe ausführlich erklärt. 


Zur Lösung der Aufgaben soll in der Regel der Rechner benutzt werden. Die Bild-


schirmausschnitte sind mit dem TI-Nspire CAS CX gemacht, die Aufgaben können 


aber auch mit andern TI-Nspire Rechnern gelöst werden. 


Das vorliegende Heft kann als pdf-Datei kostenlos von der TI-Materialdatenbank 


www.ti-unterrichtsmaterialien.net heruntergeladen und ausgedruckt werden. Im Text 


und in den Bildern werden zum Teil Farben verwendet. Diese sind aber so gewählt, 


dass auch im Graustufendruck eine gute Qualität gewährleistet ist. Die im Skript er-


wähnten Simulationsdateien findet man ebenfalls auf der TI-Materialienbank. 


Dieses Unterrichtsheft kann auch in gedruckter Form bestellt werden unter 


www.ti-activities-shop.net.



http://www.ti-unterrichtsmaterialien.net/
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1. Einführung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung 


 


Glücksspiele sind so alt wie die Menschheit. So war es von jeher üblich die Entschei-


dung in schwierigen Fällen dem Zufall zu überlassen, indem z.B. eine Münze oder 


noch früher ein zweifarbiger flacher Stein geworfen wurde. Funde von primitiven 


Vorgängern unseres Würfels konnten auf etwa 3000 v. Chr. datiert werden. Im Alter-


tum waren Glücksspiele (auch mit Gewinnausschüttung) und 


Prognosen für die Zukunft (Orakel) sehr verbreitet. Im Mittelal-


ter waren diese im christlich dominierten Abendland verpönt, 


aber trotzdem sehr beliebt. Forschung auf diesem Gebiet war 


aber nicht erlaubt, da die Wissenschaft den Klöstern vorbehal-


ten war. Deshalb gilt als erste nachgewiesene Publikation „Li-


ber de Ludo Aleae“ (Das Buch vom Würfelspiel) vom Italiener 


Gerolamo Cardano (1501-1576). Diese wurde ab 1524 geschrie-


ben und beschreibt Spiele mit bis zu 3 Würfeln. Da Cardano 


aber spielsüchtig war und das Buch nicht veröffentlichte, weil 


er den Wissensvorsprung im Spiel nutzen wollte, wurde das 


Buch erst nach seinem Tode 1576 herausgegeben. 


Inzwischen sandte 1654 der berühmte französische Mathematiker und Philosoph Blaise 


Pascal (1623-1662) einen (heute berühmten) Brief an seinen Mathematikerkollegen 


Pierre Fermat (1607-1665) in dem er zwei Probleme beschrieb, 


welche als Geburtsstunde der Wahrscheinlichkeitsrechnung gel-


ten: Das Würfelproblem (problème des dés, siehe Aufgabe 1.11) 


und das Teilungsproblem (problème de partis). Da auch dieser 


Brief erst nach dem Tod von Pascal 1679 veröffentlicht wurde, 


war es dem Niederländer Christiaan Huygens (1629-1695) vor-


behalten, die erste Publikation über Wahrscheinlichkeit mit dem 


Namen „Über Schlussfolgerungen im Würfelspiel“ 1657 heraus-


zugeben. 


In den kommenden Jahrhunderten wurde die Wahrscheinlichkeitsrechnung von vielen 


bekannten Mathematikern ausgebaut und auch auf statistische Fragen ausgedehnt, wie 


z.B. Berechnung von Lebensversicherungen, Wahlprognosen usw. Wahrscheinlich-


keitsrechnung und Statistik zusammen bezeichnet man heute als Stochastik. 


 


 


 


 


B. Pascal 1623-1662 


G. Cardano 1501-1576 
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1.1 Zufallsversuche 


In der folgenden Tabelle sind einige Zufallsversuche aufgeführt und dazu ein ausge-


wähltes Ereignis, dass man beim Versuch beobachtet. 


 


Zufallsversuch Beobachtetes Ereignis 


1. Werfen einer Münze. Zahl wird geworfen. 


2. Werfen eines Würfels. 6 wird geworfen. 


3. Werfen von 2 Würfeln.  Augensumme ist 10. 


4. Roulette (ev. Regeln im Internet nachschauen). Eine Zahl ≤ 11 erscheint. 


5. Ziehen einer Kugel aus einem Becher, welcher 


zwei rote Kugeln, eine weisse, vier blaue und 


drei gelbe enthält. 


Eine gelbe Kugel wird gezo-


gen. 


 


6. Wir veranstalten eine Lotterie zugunsten der 


Klassenkasse mit 100 Losen und 15 Preisen. Ich 


kaufe ein Los. 


Ich gewinne einen Preis. 


7. Du schiesst einen Penalty.  Der Torwart hält. 


8. Werfen eines Reissnagels. Spitze zeigt nach oben. 


9. Werfen einer gezinkten Münze 


(eine Hälfte Plastik, eine Hälfte 


Eisen, z.B. Unterlagsscheibe). 


Plastikseite ist oben. 


10. Geburt des nächsten Kindes in einem Spital (sie-


he Baby Galerie einer Geburtsklinik im Internet). 


Das Kind ist ein Mädchen 


11. Umfrage über Atomkraftwerke (dafür/dagegen/ 


unentschieden) 


Der/die Befragte ist dagegen 


 


Führt man einen Zufallsversuch n-mal aus (z.B. 100-mal eine Münze werfen) und zählt 


die Anzahl Versuche k, bei denen das beobachtete Ereignis eintrifft (z.B. 45-mal Zahl), 


so nennt man      die (absolute) Häufigkeit und 
 


 
      die relative Häufigkeit des 


Ereignisses. 


 


Definition 


Ist k die Häufigkeit eines Ereignisses bei n Versuchen eines Zufallsversuches, so heisst 
 


 
 


die relative Häufigkeit des Ereignisses. 


 


Aufgabe 1.1 


Wähle je einen Versuch aus den obigen Beispie-


len 1-6 und 7-11 aus und führe den Versuch 


durch (mindestens 100-mal). Berechne jeweils 


nach 10 Versuchen die relative Häufigkeit für die 


bisherigen Versuche. Stelle die Entwicklung der 


relativen Häufigkeit in einem Diagramm dar 


(Beispiel im Bild rechts). 
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Die Erfahrung zeigt: Je grösser die Anzahl Versuche, desto mehr nähert sich die relati-


ve Häufigkeit eines Ereignisses einem bestimmten Wert. Man nennt dies das „empiri-


sche Gesetz der grossen Zahlen“. Den idealen Grenzwert der relativen Häufigkeit der 


bei einer sehr grossen Anzahl Versuchen (annähernd) erreicht wird, nennt man Wahr-


scheinlichkeit des Ereignisses. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses kann bei vielen 


Zufallsversuchen aus Symmetrieüberlegungen berechnet werden, z.B. bei den obigen 


Zufallsversuchen 1-6. So hat z.B. beim Würfeln mit einem Würfel jede Zahl von 1-6 die 


gleiche Wahrscheinlichkeit 
 


 
 geworfen zu werden. Bei den Versuchen 7-11 hingegen ist 


eine Berechnung dieses Grenzwertes nicht möglich und kann nur durch das Experi-


ment mit der relativen Häufigkeit angenähert bestimmt werden. 


Aufgabe 1.2 


Bestimme die Wahrscheinlichkeit des beobachteten Ereignisses in den Zufallsversu-


chen 1-6 oben mit Hilfe von Symmetrieüberlegungen? 


Aufgabe 1.3 


Simuliere das Würfeln mit einem Würfel. Das beobachtete Ereignis sei „eine 6 wird 


geworfen“. 


Auf dem TI-Nspire kann die Simulation mit Hilfe der 


nebenstehenden Notes-Datei durchgeführt werden (Ein-


tippen oder die Datei A 103.tns verwenden). 


Dabei wird in der 1. Zeile mit         die Anzahl 


Würfe festgelegt und in der Variablen n gespeichert (je 


nach verfügbarem Speicherplatz kann n auch grösser 


gewählt werden). Der Befehl                erzeugt eine 


Liste von n Zufallszahlen zwischen 1 und 6. Diese wird 


in w gespeichert. Der Befehl                zählt die 


Anzahl Sechser in der Liste  . Dies sind die günstigen Fälle des Versuchs. Wir spei-


chern diese Anzahl in k. Die relative Häufigkeit für das Ereignis „es wird eine 6 gewor-


fen“ ist also 
 


 
. 


Setze nun die Schreibmarke in die Formel von w. Mit der Taste „Enter“ kann dann ein 


neuer Versuch mit einer andern Zufallsliste gestartet werden. Verändere auch die An-


zahl n und vergleiche die Genauigkeit des Resultats mit der berechneten Wahrschein-


lichkeit (Aufgabe 1.2). 


1.2 Die Wahrscheinlichkeitsfunktion 


Lange Zeit glaubte man, dass Zufallsversuche nicht durch ein mathematisches Funda-


ment mit einem Axiomensystem beschrieben werden können. Erst mit der Mengenleh-


re, welche im Wesentlichen von Georg Cantor (1895-1897) begründet wurde, waren 


neue Ansätze möglich. Die Mengenlehre wurde zuerst auf andere mathematische Ge-


biete angewandt (E. Borel und H. Lesbesgue). Es ist das Verdienst des russischen Ma-


thematikers A. Kolmogorov (1903-1987) die Wahrscheinlichkeitsrechnung mit einem 


axiomatischen Aufbau mit Hilfe der Mengenlehre klar und einfach darzustellen. Sein 


1933 erschienenes Buch „Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung“ galt viele 


Jahre als Standardwerk auf diesem Gebiet. 
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Die Menge der möglichen Ereignisse bei einem Zufallsversuch wird nach Kolmogorov 


mit Ω bezeichnet, so ist z.B. beim Würfeln mit einem Würfel                 . 


Ω heisst Ereignisraum (engl. Sample space)1. 


Eine Teilmenge von Ω nennt man ein Ereignis. So ist z.B. A={2,4,6} das Ereignis, eine 


gerade Zahl zu würfeln oder           das Ereignis eine Primzahl zu würfeln. 


Das Gegenereignis von A ist   ̅             , also das Ereignis eine ungerade Zahl zu 


werfen. Analog ist  ̅          das Ereignis keine Primzahl zu werfen. 


Die Teilmengen von Ω mit nur einem Element werden als Elementarereignisse bezeich-


net, z.B. ist {5} das Ereignis eine 5 zu Würfeln. 


Auch Ω selber ist ein Ereignis, nämlich das Ereignis, das immer eintrifft. In unserem 


Beispiel ist Ω z.B. das Ereignis eine gerade oder eine ungerade Zahl zu werfen. 


Das Gegenereignis von Ω ist Ω\Ω={ }. Dies ist die leere Menge. Sie wird mit { } oder φ 


bezeichnet. Die leere Menge bezeichnet ein Ereignis, das nie eintrifft, z.B. mit einem 


Würfel eine 7 zu würfeln. 


Jedem Ereignis A von Ω wird nun eine reelle Zahl P(A) zugeordnet. P heisst Wahr-


scheinlichkeitsfunktion und P(A) heisst Wahrscheinlichkeit (engl. Probability) für das Er-


eignis A. Bei unserem Würfelbeispiel gilt aus Symmetrieüberlegung        
 


 
 und 


                
 


 
    ̅        . 


Weiter gilt        und       . 


Ein Ereignisraum, bei dem für jedes Elementarereignis eine Wahrscheinlichkeitsfunk-


tion definiert ist, nennt man einen Wahrscheinlichkeitsraum. 


Musterbeispiel 


Zwei Würfel sind mit x und y gekennzeichnet. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit für 


das Ereignis A, dass mindestens die Augensumme 5 gewürfelt wird? 


Lösung 


Zunächst überlegen wir, was der Ereignisraum ist. Man könnte entweder die mögli-


chen Zahlenpaare (x,y) als Elementarereignisse definieren oder die möglichen Augen-


summen. 


 


1.  Möglichkeit    (Zahlenpaare als Elementarereignisse): 


  = {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6), 


 (2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6), 


 (3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6), 


 (4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6), 


 (5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6), 


 (6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)} 


Jedes Zahlenpaar (Elementarereignis) trifft mit gleicher Wahrscheinlichkeit ein. Da wir 


36 Elementarereignisse haben ist die Wahrscheinlichkeit jedes Elementarereignisses  
 


  
. 


Je 2 Elementarereignisse haben keine gemeinsamen Elemente, also können die Wahr-


scheinlichkeiten der 30 Elementarereignisse (oben schattiert), welche eine Augensum-


me     haben, addiert werden, d.h.                        
  


  
 


 


 
 


                                                      
1 Auch andere Bezeichnungen wie Grundmenge, Ergebnismenge, Ergebnisraum, Stichproben-


raum usw. sind gebräuchlich. 







Die Wahrscheinlichkeitsfunktion 


 


© Texas Instruments 2012  5 
 


Schneller kommt man allerdings mit dem Gegenereignis zum Ziel (Augensumme < 5) 


          ̅    
 


  
   


 


 
 


 


 
 


 


2. Möglichkeit    (Augensummen als Elementarereignisse): 


Die möglichen Augensummen sind 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12. 


In diesem Fall sind die Elementarereignisse nicht gleichwahrscheinlich (siehe unten). 


Um die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten zu bestimmen müssen wir deshalb auf 


den Ereignisraum    zurückgreifen (siehe oben). Wir bestimmen die Anzahl der güns-


tigen Fälle und dividieren durch die 36 möglichen Fälle (die Anzahl der Elementarer-


eignisse von   ). 


Die Wahrscheinlichkeiten sind somit: 


 für 2 und 12: 
 


  
 (günstig für 2: (1,1), bzw. für 12: (6,6)) 


 für 3 und 11: 
 


  
 


 


  
 (günstig für 3: (1,2) und (2,1), bzw. für 11: (5,6) und (6,5)) 


 für 4 und 10: 
 


  
 


 


  
 (bestimme selber die günstigen Fälle) 


 für 5 und 9: 
 


  
 


 


 
 


 für 6 und 8: 
 


  
 


 für 7: 
 


  
 


 


 
 


Die Berechnung von P(A) geht auch hier einfacher 


mit der Gegenwahrscheinlichkeit: 


           ̅    (
 


  
 


 


  
 


 


  
)  


 


 
 


 


Bemerkung 


Die Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ereignisses A ist immer die Sum-


me der Wahrscheinlichkeiten aller Elementarereignisse von A, unab-


hängig ob die Elementarereignisse gleichwahrscheinlich sind oder 


nicht. 


Diejenigen Ereignisräume, bei denen alle Elementarereignisse 


gleichwahrscheinlich sind, kommen sehr häufig vor. Sie sind nach 


dem französischen Mathematiker Pierre Simon Laplace (1749-1827) 


benannt. 


 


Definition 


Ein Wahrscheinlichkeitsraum, bei dem alle Elementarereignisse gleichwahrscheinlich sind, 


heisst Laplace-Raum. Entsprechende Zufallsversuche nennt man Laplace-Versuche.  


 


Satz 


Sind alle Elementarereignisse gleichwahrscheinlich (Laplace-Raum) so gilt für ein Er-


eignis A: 


      
                                         


                                
 


                     


                     
 


| |


| |
 


 


Die Anzahl der Elemente von A und Ω sind meistens nicht einfach zu bestimmen. Me-


thoden dafür werden in Kapitel 2 ausführlich behandelt. 


P.S. Laplace 
1749-1827 
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Aufgabe 1.4 


Gib den Ereignisraum für folgende Versuche an und bestimme die Wahrscheinlichkeit 


der beobachteten Ereignisse. Welche dieser Versuche sind Laplace-Versuche? 


a) Werfen einer Münze, Ereignisse: Zahl (z), Bild (b) (bzw. Kopf) 


b) Werfen von 2 Münzen, Ereignisse: Summe der gewürfelten Zahlen (Bild=0, 


Zahl=1) 


Aufgabe 1.5 


Zwei Würfel werden geworfen; x sei die Augenzahl des ersten Würfels, y die Augen-


zahl des zweiten Würfels. 


Berechne die Wahrscheinlichkeit folgender Ereignisse: 


a)       


b) Die geworfene Summe     ist eine Primzahl 


c) Die geworfene Summe     ist keine Primzahl 


d) Doppelwurf (   ) 


Aufgabe 1.6 


Eine zweistellige Zahl wird zufällig ausgewählt. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, 


dass diese 


a) keine 9 b) genau eine 9 


c) genau zweimal eine 9 d) mindestens eine 9 


enthält. 


Aufgabe 1.7 


Regentropfen (als Punkt betrachten) fallen auf ein Quadrat 


mit Seitenlänge 1, dem ein Viertelkreis mit Radius 1 einbe-


schrieben ist. Wir betrachten das Ereignis A: Ein Regen-


tropfen, der auf das Quadrat fällt, fällt sogar in den Vier-


telkreis. Da jeder Punkt im Quadrat mit gleicher Wahr-


scheinlichkeit von einem Regentropfen getroffen wird, 


kann der Versuch als Laplace-Versuch betrachtet werden. 


Das Flächenverhältnis von Viertelkreis zum Quadrat ist 


deshalb der Wert P(A), dem sich die relative Häufigkeit 


für das Ereignis A annähert, wenn man genügend Regen-


tropfen fallen lässt, also die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A. 


a) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit für das Ereignis A? 


b) Beschreibe, wie Aufgabe a) benutzt werden kann, um die Zahl π angenähert mit 


der relativen Häufigkeit zu berechnen, z.B. durch Werfen von 100 Reiskörnern 


auf das Quadrat. Man nennt diese Methode „Monte-Carlo Methode zur Berech-


nung von π“. 


c) Auf dem TI-Nspire kann die Methode von b) mit Hilfe einer Notes-Datei durch-


geführt werden (Eintippen gemäss Bild unten oder die Datei A 107.tns verwen-


den). 
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Erklärung: In der 1. Zeile wird mit        


die Anzahl der „Reiskörner“, bzw. „Regen-


tropfen“ definiert. 


Mit rand() wird eine zufällige reelle Zahl zwi-


schen 0 und 1 erzeugt, rand(n) erzeugt eine 


Liste von n solchen Zufallszahlen. Damit defi-


nieren wir die beiden Listen x und y, die zum 


besseren Verständnis noch angezeigt sind. 


In der nächsten Formel wird für alle Punkte 


(x[i] , y[i]) geprüft, ob sie im Viertelkreis liegen 


(1) oder ausserhalb (0). Das Resultat ist wieder 


eine Liste „treffer=seq(…,i,1,n)“. Die Summe 


der Listenelemente von „treffer“ gibt gerade die Anzahl g der günstigen Fälle. Die rela-


tive Häufigkleit 
 


 
 muss dann noch mit 4 multipliziert werden, um einen Näherungs-


wert von    zu erhalten. 


Die Listen x und y können zusätzlich als Streudiagramm 


dargestellt werden. 


Setzt man nun die Schreibmarke in die Formel zur Erzeu-


gung der Listen x und y (3. Zeile), dann wird mit „enter“ 


eine neue Simulation gestartet und alle abhängigen For-


meln und auch die Grafik werden angepasst. Ändere auch 


n um eine bessere Genauigkeit zu erreichen. 


 


 


 


1.3 Mehrstufige Zufallsversuche 


Bisher hatten wir einen Zufallsversuch meist nur einmal durchgeführt. Wir wollen nun 


die Wahrscheinlichkeiten von Experimenten betrachten, bei denen der Versuch mehr-


mals hintereinander wiederholt wird (wie bereits in Aufgabe 1.1 und Aufgabe 1.7). 


Musterbeispiel 


Aus einem Becher mit 2 roten (r) und 3 gelben (g) Kugeln wird 


dreimal hintereinander eine Kugel herausgenommen. Wie gross 


ist die Wahrscheinlichkeit für das Ereignis A: Es werden genau 2 


rote Kugeln gezogen. 


 


 


Lösung 


Die Aufgabe ist mit diesen Angaben nicht eindeutig lösbar. Nachdem die erste Kugel 


herausgenommen wurde, stellt sich nämlich die Frage, ob die Kugel zurückgelegt 


werden soll oder nicht. Damit ergeben sich zwei mögliche Fälle: 
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1. Fall: Die Kugel wird zurückgelegt 


Ein günstiges Elementarereignis für „genau 2 rote Kugeln“ ist z.B. grr (gelb-rot-rot 


wird gezogen). Alle Elementarereignisse bilden den Ereignisraum Ω. 


Ω={rrr, rrg, rgr, rgg, grr, grg, ggr, ggg} 


Die Elementarereignisse können auch graphisch in einem sog. Baumdiagramm darge-


stellt werden, dabei entspricht jeder Ast einem Teilversuch (eine Kugel wird gezogen). 


Die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten sind bei den Ästen angegeben.  


 


 
 


Betrachten wir z.B. den Pfad grr (gestrichelt im Baumdiagramm), welcher einem Ele-


mentarereignis entspricht. Was ist die Wahrscheinlichkeit P(grr) für diesen Pfad? 


Führt man den Versuch sehr oft durch, z.B. 1000-mal, dann wird in der ersten Ver-


suchsstufe etwa  
 


 
         -mal gelb erscheinen, in der 2. Stufe 


 


 
 davon rot, also  


 


 
        -mal rot und in der 3. Stufe 


 


 
       -mal rot, also gilt für diesen Pfad 


       
  


    
 


  


   
 


 


 
 
 


 
 
 


 
 . Die Wahrscheinlichkeit für den Pfad grr ist also 


  


   
 oder 


gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten längs des Pfades grr. 


Für die Wahrscheinlichkeit, genau 2 rote Kugeln zu ziehen (Pfade fett eingetragen, 


nämlich rrg, rgr und grr), werden die Wahrscheinlichkeiten der entsprechenden Pfade 


zusammengezählt, denn jeder Pfad entspricht einem Elementarereignis. 


                  
 


 
 
 


 
 
 


 
 


 


 
 
 


 
 
 


 
 


 


 
 
 


 
 
 


 
 


  


   
 


  


   
 


  


   
 


  


   
  


 


Aus obigen Bemerkungen folgt die Regel: 


 


Die Wahrscheinlichkeit eines Pfades ist das Produkt der Wahrscheinlichkeiten längs 


des Pfades (Produktregel). 


Die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Pfade werden addiert (Summenregel). 
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2. Fall: Die Kugel wird nicht zurückgelegt 


Ω={rrg, rgr, rgg, grr, grg, ggr, ggg} 


 


 


 
 


Wie auch im 1. Fall sind die einzelnen Pfade nicht gleichwahrscheinlich, d.h. der Ver-


such ist kein Laplace-Versuch. Im Baumdiagramm fällt ein Pfad weg, da der Pfad rrr 


nicht möglich ist. Die Wahrscheinlichkeit für das Ereignis A ergibt sich aus Produkt- 


und Summenregel (Pfade rrg, rgr, grr): 


                  
 


  
 


 


  
 


 


  
 


 


  
 


 


Bemerkung 


Im 1. Fall sind die Wahrscheinlichkeiten eines Versuches unabhängig vom Ausgang 


des vorhergehenden Versuches. Man spricht von unabhängigen Versuchen. 


Im 2. Fall hängen die Wahrscheinlichkeiten vom Ausgang des vorherigen Versuches 


ab. Man spricht von abhängigen Versuchen. 


 


 


Aufgabe 1.8 


Ein Jasskartenspiel besteht (im allemannischen Raum) 


aus 9 Rosen, 9 Eicheln, 9 Schellen und 9 Schilten. Ich 


darf 3 Karten aus den 36 Karten ziehen. 


a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ziehe ich nur 


Eicheln. 


b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ziehe ich min-


destens eine Eichel. 


Es sind zwei Fälle zu unterscheiden: Die gezogene Karte wird zurückgelegt oder nicht. 
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Aufgabe 1.9 


Meiers möchten 4 Kinder haben. Gemäss Statistik ist die Wahrscheinlichkeit für eine 


Knabengeburt           und für eine Mädchengeburt          . 


Berechne die Wahrscheinlichkeiten für folgende Ereignisse: 


a) Das älteste Kind wird ein Mädchen. 


b) Meiers werden 3 Knaben haben. 


c) Meiers werden mindestens ein Mädchen haben. 


d) Das älteste und das jüngste Kind sind vom gleichen Geschlecht. 


 


Aufgabe 1.10 


In einer Mathematikklasse mit 13 Mädchen und 11 Knaben wählt die Lehrperson zufäl-


lig vier aus um die Hausaufgaben vorzuführen. 


Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass 


a) alle Mädchen sind 


b) nur ein Mädchen ausgewählt wird 


c) 2 Mädchen und 2 Knaben ausgewählt werden. 


 


Aufgabe 1.11 (Problème des dés) 


Antoine Gombaud, Chevalier de Méré, hatte beim Würfelspiel bei vielen Versuchen 


gemerkt, dass er bei den folgenden Spielen mit der ersten Variante etwas öfter gewinnt 


als bei der zweiten: 


a) Beim Würfeln mit einem Würfel in 4 Versuchen mindestens eine 6 würfeln. 


b) Beim Würfeln mit 2 Würfeln in 24 Versuchen mindestens eine Doppelsechs wer-


fen. 


Er glaubte aber, dass eine Doppelsechs mit 2 Würfeln mit sechsmal mehr Versuchen 


gleich häufig auftreten sollte wie eine Sechs beim Würfeln mit einem Würfel. Er wand-


te sich mit diesem Problem an seinen Freund B. Pascal (siehe Einleitung). 


Wir können dieses Problem ohne Mühe mit den bisherigen Kenntnissen lösen. Prüfe, 


ob die Wahrscheinlichkeiten bei beiden Versuchen gleich sind oder nicht. 
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2. Kombinatorik 


Dieses Kapitel befasst sich vorwiegend mit Laplace-Experimenten. Die Wahrschein-


lichkeit für ein Ereignis A berechnet sich in diesem Fall als 
 


| |


| |
 oder 


                      


                      
  


 


Die Anzahl der möglichen Fälle ist in der Regel leicht ersichtlich (siehe Musterbeispiel 


auf Seiten 4 und 5). Das Abzählen der günstigen Fälle ist bei komplexeren Problemen 


aber oft sehr aufwändig. Deshalb werden wir in diesem Kapitel systematische Metho-


den kennen lernen um die Anzahl der Möglichkeiten bei Versuchen oder bei Anord-


nungen von Objekten zu bestimmen. Diese „Kunst des Abzählens“ ist ein Teilgebiet 


der Stochastik, das eng mit der Wahrscheinlichkeitstheorie verknüpft ist und wird 


Kombinatorik genannt. Die in der Kombinatorik untersuchten Fragestellungen beginnen 


typischerweise wie folgt: Wie viele Möglichkeiten gibt es …? Zum Beispiel: Wie viele 


Möglichkeiten gibt es mit 5 Würfeln die Augensumme 7 zu werfen? Oder: Wie viele 


mögliche Passwörter mit 6 Buchstaben oder Zahlen gibt es, welche nicht mit einer Zahl 


beginnen. 


2.1 Produktregel 


Musterbeispiel 


a) Anna hat 2 Röcke und 3 Blusen. Wie viele Möglichkeiten hat Anna sich zu klei-


den? 


b) Wie viele Möglichkeiten der Zusammenstellung gibt es, wenn Anna zusätzlich 


4 Hüte und 6 Paar Schuhe hat? 


Lösung 


Analog zu den Wahrscheinlichkeitsbäumen, kann man die Möglichkeiten bei einem 


Mehrstufenversuch auch als Baumdiagramm aufzeichnen: 


a) Zeichnet man den Möglichkeitenbaum auf, sieht man, dass es für die 1. Stufe 


(Röcke) 2 Möglichkeiten gibt. Für jede dieser Möglichkeiten gibt es in der 2. Stu-


fe 3 Möglichkeiten, also insgesamt       Möglichkeiten. 


 
Da Anna bei der Wahl der Blusen keine Rücksicht auf den gewählten Rock 
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nehmen muss (unabhängige Ereignisse) kann der Baum auch in vereinfachter 


Form dargestellt werden (Figur rechts). 


b) Hier wäre es sehr aufwändig den ganzen Möglichkeitenbaum zu zeichnen. Da 


aber die Auswahl der Hüte und Schuhe unabhängig von der Wahl der Röcke 


und Blusen ist, genügt es, den vereinfachten Baum zu zeichnen (hier horizontal 


dargestellt). 


 
Aus der Skizze sieht man, dass es total             Möglichkeiten sind. 


 


Bemerkung: In der Kombinatorik wird an Stelle eines Mehrstufenversuches eher eine Formulie-


rung mit „Auswählen“ oder „Verteilen“ gewählt: 


Auswahl: In einem Behälter (in unserem Fall z.B. eine Schublade) hat es 2 Röcke, in einem 


zweiten Behälter 3 Blusen, in einem dritten Behälter 4 Hüte und in einem vierten Behälter 6 


Paar Schuhe. Aus jedem Behälter wird je ein Element (Kleidungsstück) herausgenommen. Auf 


wie viele Arten ist dies möglich. 


 
Verteilen: Es sind 2 Elemente (Röcke) auf Platz 1 (Unterteil) zu verteilen, 3 Elemente (Blusen) 


auf Platz 2 (Oberteil), 4 Elemente (Hüte) auf Platz 3 (Kopf) und 6 Elemente (Schuhe) auf Platz 


4 (Fuss) zu verteilen. Wie viele mögliche Verteilungen gibt es? 


 


Produktregel 


Gibt es    Möglichkeiten, den Platz mit der Nummer i (i = 1, 2, … n) mit Elementen zu 


belegen, so gibt es insgesamt                 Möglichkeiten, die n Plätze mit Ele-


menten zu belegen. 


Aufgabe 2.1 


In einem  Gourmet-Restaurant werden bei einem Menu mit 4 Gängen folgende Aus-


wahlmöglichkeiten angeboten: Zuerst ein Salat oder eine Suppe, anschliessend 4 ver-


schiedene Vorspeisen, 3 Hauptspeisen und 5 Desserts. Wie viele verschiedene Bestell-


möglichkeiten gibt es, wenn kein Gang ausgelassen wird? 


Aufgabe 2.2 


Ein Fuhrunternehmen hat 4 Fahrer, 3 LKWs  und 2 Anhänger.  


Wie viele Möglichkeiten hat der Chef um den ersten Lastzug (bestehend aus einem 


Fahrer, einem LKW und einem Anhänger) zusammenzustellen? 


Aufgabe 2.3 


Samuel  muss auf seinem Schulweg drei Flüsse überqueren. Über den ersten Fluss füh-


ren vier Brücken, über den zweiten Fluss sechs und über den dritten Fluss fünf Brü-


cken. Auf wie viele Arten kann  Samuel zur Schule kommen? 


Aufgabe 2.4 


Wie viele der vierstelligen natürlichen Zahlen sind gerade und ≥ 5000? 
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2.2 Permutationen (ohne Wiederholung) 


Der Basler Mathematiker Jakob Bernoulli (1655-1705) hat eine Ab-


handlung „Ars conjectandi“ (Die Kunst des Vermutens) geschrieben, 


die erst nach seinem Tode 1713 veröffentlicht wurde. Diese enthielt 


grundlegende Ergebnisse zur Kombinatorik. In seinem Werk tritt zum 


ersten Mal der Begriff „Permutation“ auf (permutare ist lateinisch und 


heisst vertauschen oder tauschen). 


Musterbeispiel 


Familie Meier (Vater, Mutter und 4 Kinder) will sich für ein Familienfoto in eine Reihe 


stellen. 


a) Wie viele verschiedene „Aufstellungen“ gibt es? 


Wir nehmen an, die Aufstellung zum Familienfoto pas-


siere rein zufällig. 


b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit steht Marili aussen rechts? 


c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit steht der Vater neben der Mutter?   


Lösung 


a) Auf den ersten Platz können alle 6 Personen platziert werden, auf den zweiten 


Platz noch 5 usw. Gemäss Produktregel damit: 


                 Möglichkeiten. 


Für das Produkt der ersten 6 natürlichen Zahlen verwendet man die Abkürzung 


6! (gelesen 6 Fakultät). 


b) Alle Aufstellungen sind gleichwahrscheinlich. Die Wahrscheinlichkeit kann des-


halb als 
              


              
 berechnet werden. Mögliche Fälle hat es 720 (Aufgabe a)). 


Bei den günstigen Fällen ist der Platz von 


Marili fest reserviert. Für die restlichen Plätze 


gibt es gemäss Produktregel           


       Möglichkeiten. Die Wahrschein-


lichkeit ist also  
   


   
 


  


  
 


 


 
        oder 


16.7%. 


Das Resultat kann auch direkt eingesehen 


werden: Eine von 6 möglichen Personen steht 


aussen rechts. 


c) Das Paar Vater/Mutter kann für die Platzierung als ein Element betrachtet wer-


den. Also gibt es 5! Möglichkeiten. Da aber bei jeder Aufstellung Vater und Mut-


ter auch noch vertauscht werden können, gibt es          Möglichkeiten. 


Die Wahrscheinlichkeit, dass Vater und Mutter nebeneinander stehen ist damit  
   


   
 


 


 
      . 


 


 Es sind n verschiedene Elemente auf n Plätze zu verteilen (oder anzuordnen). Jedes 


Element kommt genau einmal vor. Dann gibt es dafür 


                               (sprich n-Fakultät)  Möglichkeiten.  
 


J. Bernoulli 
1655-1705 
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Eine solche mögliche Verteilung (Anordnung) nennt man Permutation der n Elemente. 


Aufgabe 2.5 


a) Wie viele Wörter (auch solche ohne Sinn) kann man mit den 5 Buchstaben  des 


Wortes „K O M B I“ bilden? (Jeder der 5 Buchstaben soll genau einmal vorkom-


men, d.h. keine Wiederholung der Buchstaben). 


 


b) Von allen möglichen Wörtern mit den Buchstaben von „K O M B I“ wähle ich 


zufällig eines aus. Mit welcher Wahrscheinlichkeit beginnt es mit einem Vokal? 


 


Aufgabe 2.6 


Franziska hat sich den  Sportwagen vom Vater geliehen und will ihre 4 Freundinnen 


zu einer Ausfahrt einladen. 


a) Auf wie viele Arten können sich ihre 4 Freundinnen ins Auto setzen (eine vorne, 


drei hinten)? 


Wenn die Damen sich zufällig ins Auto setzen, mit welcher Wahrscheinlichkeit 


b) sitzt Vreni hinten? 


c) sitzen Therese und Vreni hinten? 


 


Aufgabe 2.7 


Es haben sich 8 Teilnehmer  für den 100m WM-Final qualifiziert (3 Amerikaner, 3 Afri-


kaner und 2 Europäer). 


a) Wie viele Startaufstellungen sind möglich? 


Wir nehmen an, die Aufstellung geschehe durch Losentscheid. Mit welcher Wahr-


scheinlichkeit 


b) startet der Schweizer Burkart auf Bahn 3? 


c)  stehen die drei Amerikaner nebeneinander? 


 


Aufgabe 2.8 


a) Wie viele Zahlen kann man mit den 6 Ziffern 3, 8, 2, 5, 1, 9 bilden? 


(Jede der genannten Ziffern soll genau einmal vorkommen.) 


Die 6 Ziffern werden zufällig angeordnet. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die ent-


stehende Zahl 


b) durch 5 teilbar? 


c) grösser als 500’000? 


 


Beachte: Bei den Permutationen (ohne Wiederholung) sind alle Elemente verschieden und die 


Reihenfolge ist wichtig. Wenn man nur von Permutation spricht, meint man Permutation ohne 


Wiederholung. Permutationen mit Wiederholung werden in Kapitel 2.5 behandelt. 
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2.3 Variationen ohne Wiederholung 


Musterbeispiel 


Es haben sich 8 Teilnehmer für den 100 m WM-Final qualifiziert (3 Amerikaner, 3 Afri-


kaner und 2 Europäer). 


a) Wie viele Medaillenverteilungen sind möglich (Gold, Silber, Bronze)? 


Wir nehmen an, alle Finalteilnehmer seien gleich stark und hätten die gleichen Chan-


cen zu gewinnen. (Wir wissen alle, dass diese Annahme nicht der Wirklichkeit ent-


spricht, wir machen sie nur der Mathematik zu liebe.) 


Mit welcher Wahrscheinlichkeit 


b) gehen alle Medaillen an die Amerikaner? 


c) gewinnt mindestens ein Europäer eine Medaille? 


Lösung 


a) Für den 1. Platz (Goldmedaille) gibt es 8 Möglichkeiten, für den 2. Platz (Silber) 


noch 7 Möglichkeiten und für den 3. Platz 6 Möglichkeiten, also nach der Pro-


duktregel           Möglichkeiten. Wenn wir dieses Produkt mit 
  


  
 multi-


plizieren, erhalten wir       
  


  
 


  


  
 


b) Mögliche Fälle: 336 (Aufgabe a). 


Günstige Fälle: Für den 1. Platz (Gold) kommen alle 3 Amerikaner in Frage, für 


den 2. Platz noch 2 und für den 3. Platz der übriggebliebene Amerikaner, also 


        Möglichkeiten. 


Die Wahrscheinlichkeit dass alle 3 Medaillen an die Amerikaner gehen ist somit 
 


   
 


 


  
       


c) Wir berechnen die Gegenwahrscheinlichkeit: 


kein Europäer gewinnt eine Medaille. 


Mögliche Fälle gibt es wieder 336. 


(Un)günstige Fälle:       = 120. 


Kein Europäer gewinnt: 
   


   
 


 


  
. 


Mindestens ein Europäer gewinnt eine Medaille: 


    
 


  
 


 


  
      . 


 


Es sind n verschiedene Elemente auf k (k≤n) Plätze zu verteilen (jedes Element kommt 


höchstens einmal vor), so gibt es dafür 


                                  
  


      
 Möglichkeiten. 


 


Eine solche mögliche Verteilung (Anordnung) nennt man Variation ohne Wiederholung. 
 


Bemerkung: Bei Variationen ohne Wiederholung ist die Reihenfolge wichtig und jedes Element 


kommt höchstens einmal vor. 
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Beachte: Die Permutationen sind ein Spezialfall der Variationen ohne Wiederholung für n = k. 


In englischsprachigen Ländern werden Variationen ebenfalls als Permutationen bezeichnet, 


deshalb wird die Bezeichnung nPr verwendet. 


 


Aufgabe 2.9 


In einem 20-köpfigen Verein wird der Vorstand neu gewählt. Es wird zuerst der Präsi-


dent, dann der Aktuar und schliesslich der Kassierer bestimmt. 


a) Wie viele Wahlausgänge sind möglich? 


Der Verein beschliesst, dass die Besetzung der Ämter durch das Los bestimmt werden 


soll. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass 


b) von den Bisherigen keiner wieder gewählt wird? 


c) der Vorstand wieder derselbe ist, aber die bekleideten Ämter nicht gleich sein 


müssen? 


Aufgabe 2.10 


Die Klasse 1W hat 22  Studierende (10w, 12m). Es sollen ein Klassenchef, sein Stellver-


treter, ein Klassenbuchführer und ein Kassierer bestimmt werden. 


a) Wie viele Möglichkeiten gibt es die 4 Ämter zu verteilen? 


Die vier Ämter werden per Los verteilt. 


b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist der Kassierer männlich? 


c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird mindestens ein Amt durch eine Frau be-


legt? 


Aufgabe 2.11 


Santa Claus kennt alle seine 12 Rentiere beim Namen. 


Vor seinen Schlitten spannt er insgesamt 8 Tiere. 


a) Wie viele verschiedene Gespanne kann er bilden? 


Santa Claus setzt das Gespann zufällig zusammen. 


b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind Dasher und 


Blitzen ganz vorne? 


c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird Dasher nicht eingesetzt? 


Aufgabe 2.12 


Das Alphabet hat 26 Buchstaben, davon 5 Vokale. 


a) Wie viele „Wörter“ mit 5 Buchstaben (auch solche ohne Sinn) kann man mit den 


26 Buchstaben  des Alphabetes schreiben? (Jeder Buchstabe soll höchstens ein-


mal vorkommen) 


Die Wörter werden durch den Zufallsgenerator bestimmt.  


b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit besteht ein Wort nur aus Konsonanten? 


c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit beginnt das Wort mit A und endet mit Z? 
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2.4 Variationen mit Wiederholung 


Musterbeispiel 


Bei der Sportwette „Totogoal“ muss ich 13 Spiele voraussagen (und zusätzlich noch ein 


Resultat raten, das wir hier weglassen). Ich habe pro Spiel 3 Tippmöglichkeiten: 


1: die Heimmannschaft gewinnt 


x: die beiden Teams spielen unentschieden 


2: die Gastmannschaft gewinnt. 


a) Eine Tippkolonne besteht aus 13 Voraus-


sagen (je 1, 2, x). Wie viele Tipps sind für 


eine Tippkolonne möglich? 


Ich tippe rein zufällig. Wie gross ist die Wahr-


scheinlichkeit 


b) alle Spiele falsch zu tippen? 


c) genau ein Spiel richtig zu tippen? 


d) mindestens 2 Spiele richtig zu tippen? 


Lösung  


a) Bei jedem Spiel hat man 3 Tippmöglichkeiten. 


Gemäss Produktregel also 


                      . 


b) Mögliche Fälle:     (Aufgabe a). 


Günstige Fälle: Bei jedem Spiel hat man 2 Möglichkeiten falsch zu tippen, also 


    Möglichkeiten. Die Wahrscheinlichkeit alle 13 Spiele falsch zu tippen ist also 
   


                         


c) Günstige Fälle: Für den richtigen Tipp haben wir 13 Möglichkeiten. Für jeden 


dieser Tipps haben wir zusätzlich 12 mal die Möglichkeit für 2 falsche Tipps, al-


so        Möglichkeiten. Die Wahrscheinlichkeit genau ein Spiel richtig zu tip-


pen ist 
      


          . 


d) Wir benutzen die Gegenwahrscheinlichkeit:                           


                                       
          


         . 


 
 


Es sind n verschiedene Elemente auf k Plätze zu verteilen. Jedes Element darf beliebig 


oft vorkommen). Dann gibt es dafür 


              
 Möglichkeiten.  


 


Eine solche mögliche Verteilung (Anordnung) nennt man Variation mit Wiederholung. 
 


Bemerkung: Bei Variationen mit Wiederholung ist die Anordnung der Elemente wichtig und 


das gleiche Element kann mehrmals verwendet werden. 
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Aufgabe 2.13 


In einem 13 stöckigen Gebäude steigen 4 Personen im Parterre in den Lift und steigen 


irgendwo aus. 


a) Wie viele Möglichkeiten des Aussteigens gibt es? 


Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass 


b) genau eine Person im 5. Stock aussteigt? 


c) alle im gleichen Stock aussteigen? 


 


Aufgabe 2.14 


In der Gartenwirtschaft  "Heller Ecken" hat es 6 Lampen, die man unabhängig vonei-


nander ein- und ausschalten kann. 


a) Wie viele Beleuchtungsmöglichkeiten gibt es? 


Bei jeder Lampe wird zufällig entschieden, ob  sie brennen soll oder nicht. 


b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit brennen genau 5 Lampen? 


c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit brennen mindestens 2 Lampen? 


 


Aufgabe 2.15 


Bei einem Multiplechoice-Test hat es 10 Fragen mit jeweils 4 möglichen Antworten (A, 


B, C, D). Genau eine Antwort ist richtig. 


a) Wie viele Möglichkeiten gibt es den Fragebogen auszufüllen? 


Schüler Pigro hat sich überhaupt nicht auf die Prüfung vorbereitet und entscheidet bei 


jeder Frage rein zufällig. 


b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit beantwortet er alle Fragen falsch? 


c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit beantwortet er mindestens 2 Fragen richtig? 


 


Aufgabe 2.16 


Giovanni möchte die 8 Gitterstäbe seines Gartentors mit den Farben rot, weiss oder 


grün anmalen. Für jeden Gitterstab wählt er eine der drei Farben. 


a) Wie viele Anstreichmöglichkeiten gibt es? 


Giovanni entscheidet bei jedem Gitterstab zufällig, welche Farbe er wählt. 


b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist genau 1 Gitterstab rot? 


c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit kommen nur die Farben rot und weiss vor?  
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Aufgabe 2.17 


Ein Zahlenschloss an einem Fahrrad hat 4 Ringe, jeweils mit den 


Ziffern 0 bis 9. 


a) Wie oft muss ein Dieb höchstens probieren, bis er das 


Fahrrad klauen kann? 


Ein Dieb probiert rein zufällig mögliche Nummern. 


b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit kann er das Fahrrad 


klauen, wenn er pro Versuch durchschnittlich 4 Sekun-


den benötigt und er eine halbe Stunde ausprobiert? 


c) Das Fahrrad gehört seiner Ex-Freundin. Er erinnert sich, 


dass genau 2-mal die Zahl 5 vorkommt. Wie gross ist so die Wahrscheinlichkeit, 


dass er bei 100 Versuchen das Schloss öffnen kann? 


 


2.5 Permutationen mit Wiederholung  


Musterbeispiel 


Wie viele Wörter mit 


a) 5 Buchstaben kann man mit den Buchstaben aaabc bilden? 


b) 9 Buchstaben kann man mit den Buchstaben aaaabbccc bilden? 


Ich wähle zufällig eines der Wörter in Aufgabe b) aus. 


c) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass die 3 Buchstaben c beisammen sind? 


Lösung 


a) Da hier 3 Buchstaben gleich sind (der Buchstabe a kommt dreimal vor), fällt ein 


Teil der          Möglichkeiten der Permutationen ohne Wiederholung mit 5 


Elementen weg, weil sie mehrfach gezählt wurden. Bezeichnen wir die unbe-


kannte Anzahl der Wörter mit x. Unterscheiden wir nun die 3 gleichen Elemente 


a künstlich (a1, a2, a3), so erhält man zu jeder der x Möglichkeiten noch die 


       Möglichkeiten durch die Permutation der 3 Elemente dazu und wir er-


halten damit die 5! Permutationen, d.h.          
  


  
    mögliche Wör-


ter mit den Buchstaben aaabc. 


b) Nach gleichen Überlegungen gilt:                
  


        
     . 


Mit den Buchstaben aaabbc können also 1260 verschiedene Wörter gebildet 


werden. 


c) Günstige Fälle: Die 3 Buchstaben c können als 1 Buchstabe betrachtet werden, 


also 
  


        
     Möglichkeiten.   


   


    
 


 


  
       . 


Oder ccc kann an Position 1 bis 7 bei den andern 6 eingefügt werden, also 


  
  


     
 


 


  
       . 
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Es sind m Elemente auf n Plätze zu verteilen (oder anzuordnen). Das erste Element 


kommt        vor, das zweite Element        ….. und das      Element        


und 


                ∑   
 
    (d.h. es hat total n Elemente). 


Dann gibt es dafür  
  


                
  Möglichkeiten. 


 


Eine solche mögliche Verteilung (Anordnung) nennt man Permutation mit Wiederholung. 


 


Bemerkung: Bei Permutationen mit Wiederholung ist die Reihenfolge wichtig. Die einzelnen 


Elemente können mehrmals vorkommen (Wiederholung). Die Summe aller Elemente ist aber 


gleich der Anzahl Plätze n. 


 


Aufgabe 2.18 


a) Auf wie viele Arten kann man die Buchstaben  „MISSISSIPPI“ anordnen? 


Ich wähle zufällig eines der obigen „Wörter“ aus. 


b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit beginnt das Wort mit M? 


c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit stehen die beiden P unmittelbar nebeneinander? 


Aufgabe 2.19 


8 weisse und 4 schwarze Spielsteine sind auf 12 Plätze zu verteilen. 


a) Wie viele Anordnungsmöglichkeiten gibt es? 


Die Spielsteine werden zufällig verteilt 


b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit steht an 1., 3.  und 5. Stelle ein weisser Stein? 


c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegen die weissen Steine nebeneinander? 


Aufgabe 2.20 


a) Wie viele verschiedene Zahlen mit 6 Ziffern gibt es, die zweimal die 4, dreimal 


die 5 und einmal die 8 enthalten? 


Ich wähle eine der obigen Zahlen zufällig aus. 


b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die ausgewählte Zahl kleiner als 500'000? 


c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die ausgewählte Zahl durch 5 teilbar? 


Aufgabe 2.21 


Eine Basketballmannschaft (7 Spieler, inklusive 1 Ersatzspieler) bezieht eine Hotelun-


terkunft. Es wurden ein Vierer und ein Dreierzimmer reserviert. 


a) Wie viele Möglichkeiten gibt es die Zimmer zu beziehen? 


Die Zimmer werden zufällig verteilt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind 


b) René, Adi und Lorenz im selben Zimmer?  


c) Kari und Hans nicht im selben Zimmer?   
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2.6 Kombinationen ohne Wiederholungen 


Ein Spezialfall der Permutationen mit Wiederholung spielt im Folgenden eine wichtige 


Rolle und wird deshalb separat behandelt. 


Musterbeispiel 


Das Gymnasium Jubilus feiert Jubiläum. Aus den 12 Schülerinnen der Klasse 1W sollen 3 


in den Festausschuss gewählt werden. Wie viele Wahlausgänge sind theoretisch möglich? 


Lösung 


Wir stellen uns vor, wir hätten eine alphabetische Liste dieser Schülerinnen. 


  
Jetzt geben wir bei allen Schülerinnen an, ob sie gewählt werden (j) oder ob sie nicht 


gewählt werden (n). 


Ein möglicher Ausgang ist: jnnnjjnnnnnn  (12 Buchstaben, 3 davon j, 9 davon n) 


Es handelt sich also um Permutationen mit Wiederholungen, d.h. es gibt 
   


     
     


mögliche Wahlausgänge. Dabei spielt es aber keine Rolle, in welcher Reihenfolge die 


Mitglieder des Festausschusses gewählt wurden. Das 


Resultat der Wahl wird üblicherweise alphabetisch ge-


ordnet bekannt gegeben. 
   


     
     wird abgekürzt mit (


  
 


), gelesen 12 tief 3 


(oder 12 tief 9) 


Allgemein 


Es werden k Elemente aus n verschiedenen Elementen ausgewählt (d.h. n-k Elemente 


werden nicht ausgewählt). Die Reihenfolge der Wahl ist nicht wichtig. Dann kann die 


Anzahl Möglichkeiten wie oben als Spezialfall der Permutationen mit Wiederholung 


berechnet werden:  
 


Werden k Elemente aus n verschiedenen Elementen ausgewählt, wobei die Reihenfol-


ge nicht wichtig ist, dann gibt es dafür 
  


         
 


                       


  
  Möglichkeiten. 


 


Auch die Formulierung mit „Verteilen“ ist möglich: 


 


Es sind n Elemente auf 2 Plätze zu verteilen. Auf dem 1. Platz hat es k Elemente (die 


ausgewählten) und auf dem 2. Platz n-k Elemente (die nicht ausgewählten). Die Rei-


henfolge ist nicht wichtig. Dann gibt es dafür 
  


         
 


                       


  
  Möglichkeiten. 


 


Eine solche Möglichkeit nennt man Kombination ohne Wiederholung. 


Für 
  


         
 verwendet man das Symbol (


 
 
) (sprich n tief k). 


(
 
 
) nennt man Binomialkoeffizienten. Auf dem Rechner nCr(n,k) 
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Für weitere Eigenschaften der Binomialkoeffizienten und den binomischer Lehrsatz 


siehe Abschnitt 3.1. 


 


Bemerkung: 


a) Da die Reihenfolge der ausgewählten (und der nicht ausgewählten) Elemente 


unwichtig ist, benutzt man auch die Formulierung: Aus n verschiedenen Ele-


menten werden mit einem Griff k Elemente ausgewählt. Wie viele mögliche 


Auswahlen gibt es? 


b) Ordnet man die k ausgewählten Elemente zusätzlich, so erhält man zu jeder der 
  


         
 Möglichkeiten nochmals    Möglichkeiten, also  


  


         
     


  


      
 , also 


Variationen ohne Wiederholung. 


c) Die Permutationen mit Wiederholungen können auch mit Kombinationen ohne 


Wiederholungen beschrieben werden. 


Beispiel: Wie viele Wörter können aus den Buchstaben aaaaabbbbccc gebildet 


werden? 


Wir wählen aus den 12 möglichen Plätzen in einem ersten Schritt 5 Plätze für die 


5 Buchstaben a aus, dies geht auf (
  
 


) Arten. Dann von den restlichen 7 Plätzen 


die 3 Plätze für die Buchstaben b, dies geht auf (
 
 
) Arten. Für die Buchstaben c 


bleiben dann die 3 verbleibenden Plätze (1 Möglichkeit). Also 


(
  
 


)  (
 
 
)    


   


     
 


  


     
 


   


        
 , also Permutationen mit Wiederholungen. 


 


Aufgabe 2.22 


Bei  der Swisslotto-Wette werden (in der einfachsten Varian-


te) 6 aus 45 möglichen Zahlen ausgewählt. 


a) Wie viele Möglichkeiten gibt es 6 aus 45 Zahlen anzu-


kreuzen? 


Die 6 Zahlen werden gezogen. Hans hat einen Tipp abgege-


ben. 


b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat Hans keine einzi-


ge Zahl richtig getippt? 


c)  Mit welcher Wahrscheinlichkeit erzielt Hans einen 


Fünfer? (Er hat 5 der 6 gezogenen Zahlen richtig vo-


rausgesagt.) 


Aufgabe 2.23 


Bei der Gemeinderatswahl in Dingsda bewerben sich 11 Kandidaten (4 SVP, 3 GP, 2 SP, 


1FDP, 1 CVP) für die 5 Plätze im Gemeinderat. 


a) Wie viele Wahlausgänge sind theoretisch möglich?  


Wir nehmen an, alle Kandidaten hätten die gleichen Wahlchancen 


b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird kein SVP-Vertreter gewählt? 


c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden alle drei Grünen Kandidaten gewählt? 
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Aufgabe 2.24 


Beim Jasskartenspiel (36 Karten, je 9 Karten aus Rosen, Schellen, Schilten, Eicheln) er-


halte ich 9 Karten. 


a) Wie viele verschiedene Kartenkombinationen sind möglich? 


Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalte ich 


b) alle 4 Bauern? 


c) 7 Rosen und 2 Eicheln? 


 Aufgabe 2.25 


Lena studiert in einer amerikanischen Stadt mit gitter-


förmigem Strassennetz. Sie wohnt in W(0,0) und studiert 


an der Universität U (11,7). Sie möchte auf dem kürzesten 


Weg vom Wohnort zur Universität fahren (ein möglicher 


kürzester Weg ist eingezeichnet). 


a) Wie viele mögliche kürzeste Wege kann sie neh-


men? 


Lena wählt zufällig einen kürzesten Weg von W nach U. Wie gross ist die Wahrschein-


lichkeit, dass sie einen Weg wählt, der 


b) bei der Kollegin Eva im Punkt E(11,0) vorbeiführt? 


c) beim Freund Renato im Punkt R(5,5) vorbeiführt? 


 


 


2.7 Kombinationen mit Wiederholungen 


Musterbeispiel 


Wie viele Möglichkeiten gibt es 5 (nicht unterscheidbare) Äpfel auf die 3 Kinder Anna, 


Bea und Celine zu verteilen? 


Lösung 


Wir bezeichnen die Äpfel mit dem Symbol 0 und legen diese nebeneinander. Wir tren-


nen die zu verteilenden Äpfel mit Trennstrichen, hier wird dafür die 1 genommen. Im 


Folgenden sind 4 mögliche Beispiele von Verteilungen, je mit 5 Äpfeln und 2 Trenn-


strichen: 


0001001 Anna 3 Äpfel, Bea 2 Äpfel, Celine 0 Äpfel 


0010100 Anna 2 Äpfel, Bea 1 Apfel, Celine 2 Äpfel 


1000010 Anna 0 Äpfel, Bea 4 Äpfel, Celine 1 Apfel 


0000011 Anna 5 Äpfel, Bea 0 Äpfel, Celine 0 Äpfel 


Egal wie ich die Äpfel verteile, es gibt immer eine Folge mit 5 Nullen und 2 Einer. Mit 


dieser Darstellung können die Anzahl Möglichkeiten als Kombination ohne Wiederho-


lung berechnet werden: 


  





7!


5!2!
    


7


5











=  21 Möglichkeiten. 
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Werden k Elemente aus n Elementen ausgewählt, wobei jedes Element beliebig oft 


ausgewählt werden kann und die Reihenfolge nicht wichtig ist, so gibt es 


(
     


 
)  (


     
   


) Möglichkeiten (n Elemente, k-1 Trennstriche). 


 


Eine solche Möglichkeit nennt man Kombination mit Wiederholung. 


Aufgabe 2.26 


Konditorei Bosshard hat schwarze, braune und weisse Truffes. Heidi hat eine gute  


Matheprüfung geschrieben und darf 8 Truffes auswählen. 


a) Wie viele Auswahlmöglichkeiten hat sie? 


b) Wie viele Auswahlmöglichkeiten hat sie, wenn sie mindestens eine schwarze 


Truffe haben möchte? 


Aufgabe 2.27 


Ich werfe 3 nicht unterscheidbare Würfel. Wie viele verschiedene Augenzahlbilder 


sind möglich? (Beachte: Die Augenzahlbilder 116, 161 und 611 sind gleich.) 


Aufgabe 2.28 


In Grossvaters Obstgarten hat es 2 Birnbäume und 3 Apfelbäume. Auf wie viele ver-


schiedene Arten können sich 10 nicht unterscheidbare Spatzen auf die 5 Bäume vertei-


len? 


Aufgabe 2.29 


Das Eishockeyspiel Lions – Flyers endet 7:2. Wie viele Drittelsresultate sind möglich? 


 


Bemerkung 


Zu den Aufgaben 2.26 – 2.29 haben wir keine Wahrscheinlichkeitsaufgaben hinzuge-


fügt. Der Grund ist, dass die Möglichkeiten nicht gleichwahrscheinlich sind, also nicht 


gemäss  
              


              
  berechnet werden können. 


Zur Erläuterung schauen wir uns Aufgabe 2.27 an: 


1. Fall: Wären die Würfel unterscheidbar, so gäbe es 63 = 216 Möglichkeiten und diese 


sind gleichwahrscheinlich (siehe Kapitel 1). 


2. Fall: Wenn die Würfel nicht unterscheidbar sind, so haben wir berechnet, dass es 


(
 
 
)     Möglichkeiten gibt. Diese Möglichkeiten sind aber nicht gleichwahrschein-


lich. 


Der Wurf 111 z.B. tritt im 1. und im 2. Fall nur einmal auf, die Wahrscheinlichkeit ist 


also  
 


   
 . 


112 tritt im 2. Fall nur einmal auf, denn die Würfe 112,121 und 211 werden als eine 


Möglichkeit gezählt (alphabetisch geordnet, da die Reihenfolge nicht wichtig ist). Im 1. 


Fall sind dies aber 3 verschiedene Ereignisse, je mit Wahrscheinlichkeit 
 


   
 . Die Wahr-


scheinlichkeit für 112 im 2. Fall ist deshalb 
 


   
 


 


  
 . 


Es wäre so auch bei den obigen Aufgaben möglich die Wahrscheinlichkeit von Ereig-


nissen zu berechnen, aber nicht mit Hilfe von 
              


              
 . 
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2.8 Übersichtsgrafik 
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2.9 Vermischte Aufgaben 


Die nachfolgenden Übungsaufgaben (2.30 – 2.39) eignen sich als  Repetition oder als 


Vorbereitung für einen Test (ca. 120 Minuten). 


 


Aufgabe 2.30 


4 Ehepaare kommen an eine Drehtüre. Sie passieren die Drehtüre nacheinander  


 (immer nur 1 Person) 


a) Auf wie viele Arten können sie die Drehtüre passieren? 


b) Wie viele Arten verbleiben, wenn die 4 Damen den Vortritt haben (zuerst pas-


sieren)? 


c) Auf wie viele Arten ist dies möglich, wenn die Ehepartner die Drehtüre nachei-


nander passieren?  


 


Aufgabe 2.31 


An einem Skirennen mit 30 Läuferinnen (davon 5 Schweizerinnen) werden die Start-


nummern 1 bis 30 zufällig gezogen. 


a) Auf wie viele Arten lassen sich die 30 Startnummern auf die 30 Skiläuferinnen 


verteilen? 


b) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Schweizerin Startnummer 1 zu-


gelost bekommt? 


c) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass erst mit Nummer 12 eine Schweizerin 


starten darf? 


d) Nach dem Rennen werden 8 zufällig ausgeloste Skifahrerinnen zum Dopingtest 


bestellt. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine der Schwei-


zerinnen zum Dopingtest antreten muss? 


 


Aufgabe 2.32 


Aldo startet in A (0 , 0)  und will zu Berta in B (8 , 5) gehen. (Das Strassennetz ist gitter-


förmig.) 


a) Wie viele kürzeste Wege gibt es? 


b) Wie viele davon führen über C (3 , 2)? 


c) Wie viele kürzeste Wege von A nach B gibt es, wenn die Strasse zwischen 


D (2 , 1) und E (3 , 1) gesperrt ist? 
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Aufgabe 2.33 


Eine Farbstiftschachtel mit 6 Fächern soll mit 6 Farbstiften (rot, blau, gelb, grün, oran-


ge, violett) aufgefüllt werden. Es stehen genügend Farbstifte von allen Farben zur Ver-


fügung. 


a) Wie viele Möglichkeiten gibt es, wenn jede der obengenannten Farben genau 


einmal vorkommen soll? 


b) Wie viele Möglichkeiten sind es, wenn jedes Fach mit einer der obigen Farben 


aufgefüllt werden soll; keine muss vorkommen, jede darf bis zu 6-mal vorkom-


men. (z.B. auch  r r r r r r oder r b r b r b , ...)? 


c) Wie viele Möglichkeiten sind es, bei denen nur eine Farbe fehlt, eine andere da-


für doppelt vorkommt? 


d) Die Schachtel wird rein zufällig aufgefüllt (es stehen genügend Farbstifte von al-


len Farben zur Verfügung). Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle Far-


ben in der Schachtel enthalten sind? 


Aufgabe 2.34 


Der Grossvater hat Geburtstag und schenkt jedem seiner 8 Enkel (5 Knaben und 3 


Mädchen) einen Gutschein (mit aufgedrucktem Namen), und zwar wahlweise fürs 


Kino, für den Zirkus oder für den Zoo? 


a) Wie viele Möglichkeiten gibt es, die Gutscheine auszufüllen?  


b) Wie viele Möglichkeiten sind es, wenn Heiri und Marili noch nicht 12 jährig sind 


und somit keinen Zutritt zum Kino haben? 


c) Wie viele Möglichkeiten sind es bei b), wenn die drei Mädchen zusammenblei-


ben wollen? 


Aufgabe 2.35 


Jolanda und Röbi jassen mit Erika und Kurt (36 Jasskarten, jede(r) erhält 9 Karten). 


a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat Jolanda 4 Asse? 


b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat Jolanda 4 Rosen? 


c) Jolanda hat 4 Rosen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat ihr Partner auch min-


destens 1 Rose?  


Aufgabe 2.36 


Romeo will seiner Freundin Julia telefonieren, hat aber ihre Telefonnummer vergessen. 


Er weiss noch, dass die Nummer (ohne Vorwahl) 7-stellig ist (Bemerkung: Eine Tele-


fonnummer beginnt nicht mit 0)  


a) Wie viele Nummern kommen in Frage? 


b) Wie viele Nummern kommen in Frage, wenn er noch weiss, dass die Nummer 


mit 5 beginnt und mit 5 endet?  


c) Wie viele Nummern kommen in Frage, wenn er noch weiss, dass genau fünfmal 


die 5 vorkommt. 
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Aufgabe 2.37 


In einer Schachtel liegen 25 Gummibärchen (12 rote, 8 grüne und 5 weisse). Ich darf 


(im Dunkel) 3 Gummibärchen aus der Schachtel nehmen. 


a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind alle rot? 


b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist mindestens 1 Bärchen grün? 


c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit haben alle 3 gezogenen Bärchen eine andere 


Farbe? 


 


Aufgabe 2.38 


In Grossvaters Obstgarten stehen 3 Apfelbäume und ein Birnbaum. 


Zwölf unterscheidbare Spatzen wollen sich auf die 4 Bäume verteilen 


a) Wie viele Möglichkeiten gibt es total? 


b) Wie viele Möglichkeiten gibt es, wenn sich genau 5 Spatzen auf den Birnbaum 


setzen? 


c) Wie viele Möglichkeiten gibt es, wenn auf jedem Baum genau 3 Spatzen sitzen? 


Zwölf nicht unterscheidbare Spatzen wollen sich auf die 4 Bäume verteilen 


d) Wie viele Möglichkeiten gibt es total? 


e) Wie viele Möglichkeiten gibt es, wenn sich genau 5 Spatzen auf den Birnbaum 


setzen? 


f) Wie viele Möglichkeiten gibt es, wenn auf jedem Baum genau 3 Spatzen sitzen? 


 


Aufgabe 2.39 


Die Eishockeypartie Tigers – Lakers endete 8:5. 


a) Wie viele Torfolgen führen zu diesem Schlussresultat? (Eine Torfolge ist z.B. 1:0, 


2:0, 2:1, 3:1, .....8:5)  


b) Wie viele verschiedene Drittelresultate sind möglich?  (z.B. (2:0, 4:0, 2:5) oder 


(3:3, 3:2, 2:3) ). 
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3. Weitere Themen 


Diese Themen behandeln Ergänzungen zur Kombinatorik, welche auch in anderem 


Zusammenhang behandelt werden können (Potenzen, Wahrscheinlichkeitsrechnung) 


oder in einer Sonderveranstaltung (Sonderwoche, Projektwoche usw.). 


3.1 Binomialkoeffizienten, Pascalsches Dreieck 


Definition 


(
 
 
)   


  


         
 (gelesen n tief k) heissen Binomialkoeffizienten (               


 


Aufgabe 3.1 


Berechne alle Binomialkoeffizienten für           (k=0 … n) und trage das Ergebnis 


in die untenstehende Grafik ein, z.B. (
 
 
)  


  


     
 


   


   
   . Das so entstehende Zahlen-


dreieck heisst Pascalsches Dreieck. (Beachte:        ) 


 


Pascalsches Dreieck 


    (
 
 
) ___ 


    (
 
 
) ___  ___ 


    (
 
 
) ___  ___  ___ 


    (
 
 
) ___  ___  ___  ___ 


    (
 
 
) ___  ___  ___  ___  ___ 


    (
 
 
) ___  ___  10  ___  ___  ___ 


    ___  ___  ___  ___  ___  ___   ___ 


    ___  ___  ___  ___  ___  ___  ___  ___ 


 


Aufgabe 3.2 


Zeige durch Berechnung, dass die folgenden Eigenschaften für Binomialkoeffizienten 


gelten und überlege, was sie im Pascalschen Dreieck bedeuten. 


a) (
 
 
)  (


 
 
)    b) (


 
 
)  (


 
   


)    


c) (
 
 
)  (


 
   


) d) (
 


   
)  (


 
 
)  (


   
 


) 


e) Benutze Eigenschaften a) und d) um die beiden letzten Zeilen im Pascalschen 


Dreieck zu ergänzen. 
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Aufgabe 3.3 


Multipliziert man        aus und fasst die gleichen Terme zusammen, so erhält man 


eine Summe der Form                                  . 


Wir kennen bereits 


(a+b)0  = 1,  ko = 1, 


(a+b)1  = 1a + 1b,  ko = 1, k1 = 1 


(a+b)2  = 1a2 + 2 ab + 1b2,  ko = 1, k1 = 2, k2 = 1 


Berechne durch Ausmultiplizieren (a+b)3 und (a+b)4, bestimme die Koeffizienten 


                resp.                und vergleiche mit den Binomialkoeffizienten im 


Pascalschen Dreieck. 


 


Binomischer Lehrsatz 


       (
 
 
)        (


 
 
)              (


 
   


)          (
 
 
)       


 ∑(
 
 
)         


 


   


 


Beweis 


Durch Ausmultiplizieren des Binoms        erhält man von jedem der n Faktoren je 


einen Buchstaben a oder b, d.h. Wörter mit k Buchstaben a und n-k Buchstaben b. Die 


Anzahl gleicher Summanden ist aber gerade der Binomialkoeffizient (
 
 
)  


  


         
 . 


 


Bemerkung: Ein Binom ist ein zweigliedriger Summenterm, daher der Name Binomischer Lehr-


satz. Analog: Polynom, Monom, Trinom. 


Aufgabe 3.4 


a) Zeige mit Hilfe des Spezialfalls a=1 und b=1 im Binomischen Lehrsatz, dass die 


Summe der Zahlen in der n ten Zeile des Pascalschen Dreiecks    beträgt. 


b) Bei Aufgabe 2.17 a konnten die 6 Lampen auf    Arten ein- oder ausgeschaltet 


werden. Zeige, dass dieses Resultat auch mit Hilfe des Pascalschen Dreiecks ge-


funden werden kann. 


3.2 Das Geburtstagsproblem 


Musterbeispiel 


An einer Party nehmen 30 Personen teil. Jan wettet mit Carlo und behauptet, dass min-


destens 2 dieser Personen am gleichen Tag Geburtstag haben. Wie gross sind seine Ge-


winnchancen. Berechne die Wahrscheinlichkeit auch für die Situation in eurer Klasse.   


Lösung 


Wir benutzen die Gegenwahrscheinlichkeit: 
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(Im Zähler, günstige Fälle: 365 Mögl. für die 1. Person, 364 Mögl. für die 2. Person 


usw., also Variationen ohne Wiederholung. Im Nenner, mögliche Fälle: 365 Mögl. für 


jede Person, also Variationen mit Wiederholung.) 


Bei 20 Personen:     
           


           , bei 50 Personen:        , 


bei 80 Personen:         . 


Aufgabe 3.5 


An einem Roulettetisch im Kasino Glückshausen sitzen 8 Spieler. Jeder setzt zufällig 


auf eine Zahl. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 2 Spieler auf die 


gleiche Zahl setzen? (Beim Roulettespiel kann man auf die Zahlen 0 bis 36 setzen) 


Aufgabe 3.6 


Die Eishockeymannschaft Harmonie hat lauter gleich gute Spieler, d.h. die 9 Feldspie-


ler der Mannschaft schiessen mit gleicher Wahrscheinlichkeit ein Tor. Im letzten Match 


hatte die Mannschaft 7 Tore erzielt. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindes-


tens ein Spieler mindestens zweimal getroffen hat?  


 


 


3.3 Binomialverteilung 


Musterbeispiel 


Ich werfe einen Würfel 20-mal. 


Mit welcher Wahrscheinlichkeit erscheint 


a) eine 6 genau 4-mal? 


b) eine 6 höchstens 4-mal 


c) mindestens eine 5 (d.h. 5 oder 6) genau 4-mal? 


d) mindestens eine 5 (d.h. 5 oder 6) mindestens 4-mal? 


Lösung 


a) Mögliche Fälle: Bei jedem Wurf gibt es 6 Möglichkeiten, also     Möglichkeiten 


(Variationen ohne Wiederholung). 


Günstige Fälle: Von 20 Würfen sollen 4 mit einer 6 ausgewählt werden, dies geht 


auf (
  
 


) Arten. In den andern 16 Würfen hat man je 5 Möglichkeiten (1 bis 5). 


Total  (
  
 


)         günstige Fälle, d.h.      
(
  
 


)    


           


b) Die Formulierung höchstens viermal eine 6 kann auf den Fall a) zurückgeführt 


werden: 


P(höchstens 4-mal 6)=P(0-mal 6)+P(1-mal 6)+P(2-mal 6)+P(3 mal 6)+P(4-mal 6) 


Also       
(
  
 


)        (
  
 


)        (
  
 


)       (
  
 


)        (
  
 


)       


    
∑ (


  
 
)          
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c) Günstige Fälle: Es gibt wieder (
  
 


) Möglichkeiten 4 günstige Würfe (mit 5 oder 


6) aus den 20 Würfen auszuwählen (Kombinationen ohne Wiederholung). Zu 


jedem dieser 4 günstigen Würfe gibt es 2 Möglichkeiten (5 oder 6), also je    


Möglichkeiten, zusätzlich für die andern 16 Würfe je 4 Möglichkeiten, also    , 


insgesamt damit 


(
  
 


)         günstige Fälle, d.h.      
(
  
 


)       


          . 


d) Die Formulierung mindestens (oder höchstens) kann jeweils auf „punktuelle“ 


Wahrscheinlichkeiten, wie in Aufgabe c), zurückgeführt werden. 


P(≥4) heisst P(4) oder P(5) oder … oder P(19) oder P(20). Einfacher rechnet man 


hier mit der Gegenwahrscheinlichkeit, also 


                
(
  
 


)        (
  
 


)        (
  
 


)        (
  
 


)       


     


                    
∑ (


  
 
)          


   


           


 


Allgemeine Formulierung der Musteraufgabe c) und d) 


c) Mehrstufenexperiment mit n Versuchen (oben     ). Bei jedem Versuch gibt 


es m Möglichkeiten (oben    ), davon sind jeweils g günstig (oben    ). 


Bei jedem Versuch wählt man zufällig eine der m Möglichkeiten. Dann ist die 


Wahrscheinlichkeit genau x (oben    ) günstige Möglichkeiten zu wählen 


     
(
 
 
)             


   . 


d) n, m und g wie in a). Es werden mindestens a (oben    ) und höchstens b 


(oben     ) günstige Elemente ausgewählt. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, 


zwischen a und b günstige zu wählen 
∑ (


 
 
)             


   


   . 


Diese Formel kann auch wie folgt umgeformt werden: 
∑ (


 
 
)             


   


   ∑ (
 
 
)  


           


       
 
     


 ∑ (
 
 
)  (


 


 
)
 
 (


   


 
)
   


 
    ∑ (


 
 
)  (


 


 
)
 
 (  


 


 
)
   


 
     


Da die Versuche unabhängig sind, ist 
 


 
 


              


              
 die 


Wahrscheinlichkeit p für ein günstiges Ereignis bei jedem 


Versuch (oben 5 oder 6 zu Würfeln),   
 


 
     somit 


die Gegenwahrscheinlichkeit. 


Die obige Formel ist sehr aufwändig zum Eintippen in den Rechner, deshalb speichern 


wir diese in einer Funktion bv mit 4 Variablen: 


 


Binomialverteilung 


Ein Versuch wird n-mal durchgeführt. Bei jedem Versuch gibt es m Möglichkeiten, 


davon sind g günstig. Ich wähle bei jedem der n Versuche zufällig eines der m Elemen-


te. Die Wahrscheinlichkeit für ein günstiges Ereignis ist also   
 


 
. 


Dann ist die Wahrscheinlichkeit, zwischen a und b günstige Elemente zu wählen 


            ∑ (
 
 
)             
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Bemerkung: Die von uns gespeicherte Formel ist auf dem TI-Nspire als Funktion abrufbar mit 


binomCdf(n,p,a,b) (siehe Bild oben). 


 


Aufgabe 3.7 


Bei einer Multiple Choice Prüfung werden 20 Fragen mit je 3 Antworten gestellt, wobei 


nur eine Antwort richtig ist. Agnes hat sich nicht auf die Prüfung vorbereitet und 


kreuzt bei jeder Frage eine der drei möglichen Antworten an. 


Mit welcher Wahrscheinlichkeit beantwortet Agnes 


a) genau 8 Fragen richtig? 


b) höchstens 8 Fragen richtig? 


c) mindestens 12 Fragen richtig 


 


Aufgabe 3.8 


Bei einem Eignungstest werden 100 Fragen mit je 5 möglichen Antworten gestellt, wo-


bei bei jeder Frage 2 Antworten richtig sind. Es darf nur eine Antwort angekreuzt wer-


den. Wer mindestens 60 Fragen richtig beantwortet wird angenommen. Zwischen 40 


und 60 richtigen Antworten kann ein Zusatztest gemacht werden und mit weniger als 


40 richtigen Antworten werden die Kandidaten abgewiesen. Gian weiss 20 Antworten 


sicher. Bei den andern muss er raten. Mit welcher Wahrscheinlichkeit 


a) wird Gian angenommen? 


b) muss Gian einen Zusatztest machen? 


c) wird Gian abgewiesen? 


 


Aufgabe 3.9 


Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Ölbohrung fündig wird, sei       (d.h. bei jeder 10. 


Bohrung stösst man durchschnittlich auf Öl). 


Mit welcher Wahrscheinlichkeit haben 20 Bohrungen 


a) mindestens einen Erfolg?  


b) genau drei Erfolge? 


Wie viele Bohrungen muss man mindestens durchführen, damit die Erfolgswahr-


scheinlichkeit 


c) grösser als 95% ist? 


 


Aufgabe 3.10 


Die Hotelanlage Feel-Good-Beach-Club hat insgesamt 120 Doppelzimmer zu vermie-


ten. In der Hauptsaison ist die Anlage ausgebucht. Erfahrungsgemäss werden 15% der 


Buchungen wieder annulliert, deshalb verkauft Direktor Kax Muoni pro Sommerwo-


che 135 Pauschalarrangements für Doppelzimmer. 


Wie gross ist das Risiko einer Überbelegung? 
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3.4 Hypergeometrische Verteilung 


Musterbeispiel 


Es werden 36 Jasskarten verteilt (9 Schellen , 9 Schilten,  9 Rosen und 9 Eicheln)  


Ich bekomme 9 Karten. 


Mit welcher Wahrscheinlichkeit, erhalte ich 


a) genau 5 Rosen? 


b) in den ersten 5 Karten, die ich bekomme, mindestens 2 Asse? 


c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit, erhalte ich von 9 gezogenen Karten höchstens 4 


Eicheln? 


d) 3 Eicheln und 3 Rosen? 


Lösung von a) und b) 


a) Günstige Fälle: Ich erhalte 5 Karten aus den 9 Rosen und dann noch 4 Karten aus 


den andern 27 Karten. 


Mögliche Fälle: 9 Karten aus 36 Karten. 


           
(
 
 
) (


  
 


)


(
  
 


)
         


b) Mögliche Fälle: 5 Karten aus 36: (
  
 


) 


Es sind 3 mögliche Fälle: Ich erhalte genau 2 Asse oder genau 3 oder genau 4: 


                     
(
 
 
) (


  
 


)


(
  
 


)
 


(
 
 
) (


  
 


)


(
  
 


)
 


(
 
 
) (


  
 


)


(
  
 


)
 ∑


(
 
 
) (


  
   


)


(
  
 


)


 
    =0.0843 


Die Aufgabe kann auch mit der Gegenwahrscheinlichkeit gelöst werden: 


                            
(
 
 
) (


  
 


)


(
  
 


)
 


(
 
 
) (


  
 


)


(
  
 


)
  


Allgemeine Formulierung von a) und b) 


a) Von n Elementen (oben, n = 36)  sind g günstige Elemente (oben Rosen, g = 9) 


und n– g „schlechte“ (oben,  alle anderen sind schlecht, n - g = 27). 


Ich ziehe m Elemente (oben,  m = 9). Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind genau 


x günstig? (oben,  x = 5):      
(
 
 
) (


   
   


)


(
 
 )


      
                     


        
   


b) Elemente n (n=36), davon g günstige (g=4) und n-g schlechte (32). 


Ich ziehe m Elemente (oben m=5). Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind mindes-


tens a und höchstens b Elemente günstig (oben 


a=2, b=4)? 


Da die Formel zum Eintippen aufwändig ist, spei-


chern wir diese als Funktion ab (mit 5 Variablen). 


               ∑
(
 
 
) (


   
   


)


(
 
 


)


 
     oder 


∑
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Hypergeometrische Verteilung 


Von n Elementen sind g Elemente günstig. Wir wählen m Elemente aus den n Elemen-


ten aus. Dann hat es mit Wahrscheinlichkeit 


                ∑
(
 
 
) (


   
   


)


(
 
 


)


 
    


 mindestens a und höchstens b Elemente aus den g Elementen. 


 


Lösung von c) und d): 


c) Auch diese Aufgabe kann mit der allgemeinen Formel ohne Aufwand gelöst 


werden, dabei ist                       


                     . Die Gegenwahrscheinlichkeit, nämlich die Wahr-


scheinlichkeit mehr als 4 Eicheln zu erhalten, ist              , also recht 


selten. 


d) Hier ist keine Einteilung von „guten“ und „schlechten“ Elementen möglich. 


Vielmehr werden hier zweimal „gute“ Elemente ausgewählt, zuerst 3 Eicheln, 


dann 3 Rosen und noch 3 „schlechte“. Die Wahrscheinlichkeit ist deshalb: 


  
(
 
 
) (


 
 
) (


  
 


)


(
  
 


)
        


Aufgabe 3.11 


Ein Sportgeschäft bietet im Internet 50 Tennisschläger an, von denen 10 von Roger Fe-


derer signiert sind. Die Zuteilung der Tennisschläger an die Käufer erfolgt zufällig. 


Luis bestellt 6 Tennisschläger. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind 


a) keine signierte Schläger dabei?  


b) genau drei Schläger signiert? 


c) mindestens 4 Schläger signiert? 


d) zwei oder 3 signierte Schläger dabei? 


Aufgabe 3.12 


Der Kegelclub „Rainbüel“ besteht aus 12 Herren und 8 Damen. Im Jubiläumsjahr soll 


ein grosses Fest stattfinden. 4 Clubmitglieder werden in den Festausschuss gewählt. 


a) Wie viele Festausschüsse sind möglich? 


b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit  sind genau 2 Frauen und 2 Männer vertreten? 


c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird mindestens eine Frau gewählt? 


d) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird Frau Meier gewählt? 


Aufgabe 3.13 


Ein Pokerspiel hat 52 Karten (13 Herzen, 13 Ecken, 13 Kreuze, 13 Schaufeln). 


Maya bekommt 5 Karten. Ein solcher Satz Karten nennt man ein „Blatt“. 


a) Wie viele „Blätter“ sind möglich? 


b) Wir gross ist die Wahrscheinlichkeit genau 4 Herzen zu erhalten? 


c) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit mindestens 4 Herzen zu erhalten? 
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d) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit für ein Pokerspiel (d.h. vier gleiche Karten, 


z.B. 4 Könige)? 


e) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit für ein Fullhouse (drei gleiche und zwei 


gleiche, z.B. 3 Könige und 2 Neuner)? 


 


Bemerkung 


Bei der Binomialverteilung werden n Versuche durchgeführt, bei denen es zwei mögliche Aus-


fälle gibt („günstig“ mit Wahrscheinlichkeit p oder „ungünstig“ mit Wahrscheinlichkeit 1-p). 


Die Elemente werden wieder zurückgelegt, d.h. die Wahrscheinlichkeit ist bei allen Versuchen 


dieselbe. 


Bei der hypergeometrischen Verteilung gibt es wiederum zwei mögliche Ausfälle („günstig“ 


oder „ungünstig“). Die Elemente werden aber nicht zurückgelegt, die Wahrscheinlichkeit der 


einzelnen Versuche ändert sich. Es ist deshalb vorteilhaft, die Versuche mit Auswahl aus n 


Elementen zu formulieren: Wir wählen m von den n Elementen aus, zuerst die g günstigen 


Elemente mit einem Griff und ebenso die m-g ungünstigen  in einem zweiten Schritt. 


Ob man mit den Formeln der hypergeometrischen Verteilung (ziehen ohne Zurücklegen) oder 


der Binomialverteilung (ziehen mit Zurücklegen) rechnen muss, hängt stark vom Wortlaut der 


Aufgabenstellung ab. 


 


3.5 Vermischte Aufgaben 


Die folgenden Aufgaben können nur zum Teil mit den Formeln für die Binomialverteilung oder 


der hypergeometrische Verteilung gelöst werden. Die übrigen Aufgaben erlauben keine Eintei-


lung in günstige und ungünstige Elemente (analog zu Aufgabe d im Musterbeispiel zur Hy-


pergeometrischen Verteilung). 


Aufgabe 3.14 


Aus 36 Jasskarten  (4 „Farben“: 9 Schellen, 9 Schilten,  9 Rosen und 9 Eicheln) ziehe ich 


3 Karten. (Ich lege die gezogene Karte jeweils wieder in den Stock zurück.) 


Mit welcher Wahrscheinlichkeit 


a) erhalte ich lauter Rosen? 


b) erhalte ich mindestens 2 Rosen? 


c) sind alle Karten von der gleichen „Farbe“? 


d) erhalte ich Karten von genau zwei „Farben“? 


e) erhalte ich Karten von 3 verschiedenen „Farben“?  


Beim Kartenverteilen beim Schieberjass erhalte ich in der ersten Runde 3 Karten. Mit 


welcher Wahrscheinlichkeit 


f) erhalte ich lauter Rosen? 


g) erhalte ich mindestens 2 Rosen? 


h) sind alle Karten von der gleichen „Farbe“? 


i) erhalte ich Karten von genau zwei „Farben“? 


j) erhalte ich Karten von 3 verschiedenen „Farben“?  
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Aufgabe 3.15 


Ein Buch hat 50 Druckfehler, die zufällig auf die 250 Seiten verteilt sind (d.h. „alle Sei-


ten haben die gleichen Chancen die Druckfehler zu bekommen“). 


Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat es 


a) mindestens eine Seite, welche mindestens 2 Druckfehler hat? 


b) auf Seite 100 mindestens einen Druckfehler? 


Aufgabe 3.16 


Für die mündliche Maturitätsprüfung am Gymnasium Kombinatoria hat Lehrer Streng 


30 Aufgaben zusammengestellt, zu jedem Themenkreis je 10 Aufgaben (Analysis, Vek-


torgeometrie und Wahrscheinlichkeit). Die 19 Schülerinnen der Klasse 4aW müssen je 


eine Aufgabe ziehen.  


Die gezogenen Aufgaben werden wieder in den Stapel zurückgelegt. Mit welcher 


Wahrscheinlichkeit 


a) ziehen genau 2 Schülerinnen die Aufgabe 5?  


b) ziehen mindestens zwei Schülerinnen eine Aufgabe aus der Vektorgeometrie? 


c) ziehen Lena und Thomas dieselbe Aufgabe? 


d) wird mindestens 1 Aufgabe mindestens 2mal gezogen? 


Die gezogenen Fragen werden nicht in den Stock zurückgelegt: 


Mit welcher Wahrscheinlichkeit 


e) wird Aufgabe 5 gezogen? 


f) ziehen mindestens zwei Schülerinnen eine Aufgabe aus der Vektorgeometrie? 


g) ziehen Lena und Thomas eine Aufgabe zum gleichen Themenkreis? 


h) werden Aufgaben aus genau zwei Themenkreisen gezogen? 


Aufgabe 3.17 


Max besitzt eine Sammlung von 100 Musikstücken (33 „Klassische“, 33 aus dem Be-


reich Jazz, 33 aus dem Bereich Rock, 1 Weihnachtslied). 


Max will sich sechs verschiedene Stücke anhören. Er wählt sechs zufällig aus. 


Mit welcher Wahrscheinlichkeit 


a) ist mindestens ein Jazz-Stück dabei? 


b) ist dasWeihnachtlied dabei? 


c) sind alle Stücke aus demselben Bereich? 


Max will sich sechs Stücke anhören. Er wählt jeweils zufällig ein Stück aus den 100. (Er 


„riskiert“ so, dass er ein Stück auch zwei oder mehrmals auswählt.)  


Mit welcher Wahrscheinlichkeit 


d) ist mindestens ein Jazz-Stück dabei? 


e) ist das Weihnachtlied dabei? 


f) sind alle Musikstücke in einem der 3 Bereiche (ohne das Weihnachtslied)? 


g) hört er sich mindestens 1 Stück mehrmals an?  
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4.  Lösungen 


4.1 Resultate 


1.  Einführung in die Wahrscheinlichkeit 


1.1 Resultat individuell (gemäss Skizze) 


1.2 1: P(Zahl) = 0.5 2: P(6) = 0.167 3: P(10)=0.0833 


4: P(≤11) = 0.324 5: P(gelb) = 0.3 6: P(Treffer) = 0.15 


1.3 Beispiel für einige Simulationen mit n=5000 und n=10000: 


n=5000: 0.1708, 0.1636, 0.164, 0.1656, 0.1706, 0.1558, … 


n=10000: 0.1641, 0.1659, 0.1649, 0.1641, 0.1671, 0.1687, … 


Vergleich mit dem idealen Wert 0.1667: nur die 1. Nachkommastelle stimmt immer über-


ein, die 2. Stelle ist bereits unsicher. Es braucht also eine grosse Anzahl von simulierten 


Würfen, um eine Genauigkeit von mehr als 2 Nachkommastellen zu erhalten. 


1.4 a) Ω={z,b}, P(z)=0.5=P(b), Laplace-Versuch 


b) Ω={0,1,2}, P(0)=0.25=P(2), P(1)=0.5, kein Laplace-Versuch.  


1.5 a)  0.139      b)  0.417 c)  0.583       d)  0.167 


1.6 a)  0.8          b)  0.189 c)   0.011      d)  0.2 


1.7 a)  P(A) = 2.467 


b)  Wirft man100 Reiskörner zufällig auf das Quadrat und zählt die Anzahl k der 


     Reiskörner, welche auf den Viertelkreis fallen, dann ist k/100 ein Näherungs- 


     wert für P(A). 


c)  Simulation gemäss Anweisung. 


 1.8 Fall I: gezogene Karte wird zurückgelegt: a) 0.0156    b) 0.578 


Fall II: gezogene Karte wird nicht zurückgelegt: a) 0.0118    b) 0.590 


1.9 a)  0.48      b)  0.270      c)  0.927      d) 0.501 


1.10 a)  0.0673 b)  0.202 c)  0.404 


1.11 Wie berechnen jeweils mit Hilfe der Gegenwahrscheinlichkeit   


 a)    (
 


 
)
 


 = 0.518 b)    (
  


  
)
 


 


 =  0.491 


 


2.  Kombinatorik 


2.1 120 


2.2 24 


2.3 120 


2.4 2'500  


2.5 a)  120 b) 0.4 


2.6 a)  24 b)  0.75 c)  0.5 


2.7 a)  40'320 b)  0.125 c)  0.107 


2.8 a)  720 b)  0.167 c)  0.5 


2.9 a)  6840 b)  0.596 c)  0.000877 
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2.10 a)  175'560 b)  0.545 c)  0.932 


2.11 a)  19’958'400 b)  0.0152 c)  0.333 


2.12 a)  7’893'600 b)  0.309 c)  0.00154  


2.13 a)  28'561 b)  0.242 c)  0. 000455 


2.14 a)     b)         c)        


2.15 a)            b)         c)        


2.16 a)        b)        c)         


2.17 a)         b)        c)        


2.18 a)         b)         c)        


2.19 a)      b)        c)         


2.20 a)     b)        c)      


2.21 a)      b)        c)        


2.22 a)            b)        c)            


2.23 a)      b)         c)        


2.24 a)             b)           c)            


2.25 a)         b)            c)        


2.26 a)     b)     


2.27    


2.28        


2.29     


2.30 a)         b)      c)      


2.31 a)              b)        c)         


d)        


2.32 a)        b)      c)      


2.33 a)         Mögl. b)            c)         


d)         


2.34 a)        b)        c)      


2.35 a)           b)        c)        


2.36 a)            b)          c)        


2.37 a)         b)        c)        


2.38 a)             b)            c)          


d)      e)     f)  1 Möglichkeit 


2.39 a)        b)      
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3 Weitere Themen 


3.1 Koeffizienten des Pascalschen Dreiecks: 


 n=0: 1  


 n=1: 1   1       


 n=2: 1    2    1   


 n=3: 1    3    3    1   


 n=4: 1    4    6    4    1 


 n=5: 1    5    10    10    5    1   


3.2  a), b), c), d)  Beweise siehe ausführliche Lösungen. 


e)  n=6: 1    6    15    20    15    6    1 


      n=7: 1    7    21    35    35    21    7    1  


3.3                            


                               


3.4 a)             ∑ (
 
 
) 


   
 


b)  (
 
 
)  (


 
 
)  (


 
 
)  (


 
 
)  (


 
 
)  (


 
 
)  (


 
 
)        


3.5 0.557 


3.6       


3.7 a)        b)        c)         


3.8  a)         b)        c)          


3.9 a)        b)         c)  29 Bohrungen 


3.10        


3.11 a)        b)         c)         


d)        


3.12 a)        b)        c)        


d)      


3.13 a)            b)         c)         


 d)           e)          


3.14 a)         b)        c)         


d)         e)        f)         


g)        h)         i)        


j)         


3.15 a)        


b)        


3.16 a)         b)        c)         


 d)        e)        f)          


 g)        h)               


3.17 a)        b)       c)          


 d)        e)         f)          


 g)         
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4.2 Ausführliche Lösungen 


1.  Einführung in die Wahrscheinlichkeit 


1.1 Resultat individuell (gemäss Skizze) 


1.2 1: P(Zahl) =  
 


 
     2: P(6) = 


 


 
       


3: total 36 Mögl. , Summe 10: 3 Mögl. (6+4, 5+5, 4+6), P(10) = 
 


  
 


 


  
       


4: total 37 Zahlen (0 – 36), 12 sind ≤11, P(≤11) = 
  


  
       


5: total 10 Kugeln, 3 sind gelb. P(gelb) = 
 


  
     


6: Total 100 Lose, 15 Treffer. P(Treffer) = 
  


   
      


1.3 Beispiel für einige Simulationen mit n=5000 und n=10000: 


n=5000: 0.1708, 0.1636, 0.164, 0.1656, 0.1706, 0.1558 


n=10000: 0.1641, 0.1659, 0.1649, 0.1641, 0.1671, 0.1687 


Vergleich mit dem idealen Wert 0.1667: nur die 1. Nachkommastelle stimmt immer über-


ein, die 2. Stelle ist bereits unsicher. Es braucht also eine grosse Anzahl von simulierten 


Würfen, um eine Genauigkeit von mehr als 2 Nachkommastellen zu erhalten. 


1.4 a)  Ω = {z,b}, P(z) = 0.5 = P(b), Laplace-Versuch 


b)  Ω = {0,1,2}, P(0) = 0.25 = P(2), P(1) = 0.5, kein Laplace-Versuch.  


1.5 Benutze    vom Musterbeispiel (auch mit    möglich, durch Abzählen). 


a)  P(x+y=8) = 
 


  
       


b)  günstige Fälle: x+y=2,3,5,7,11.  P(x+y = Primzahl) = 
 


  
 


 


  
 


 


  
 


 


  
 


 


  
 


 


  
        


c)  P(x+y=keine Primzahl) =1 - P(x+y=prim) = 0.583  


 d)  günstige Fälle (siehe    vom Musterbeispiel): (1,1), (2,2), … (6,6). Mögliche Fälle: 36 


      P(Doppelwurf) = 
 


  
 


 


 
       


1.6 Total 90 zweistellige Zahlen (10 – 99). 


keine 9: In jeder der 8 Dekaden von 10 bis 89 (10 bis 19, 20 bis 29,…, 80…89) hat es je 9 


Zahlen ohne 9, also 72 Zahlen ohne 9. Mindestens eine 9 haben daher 18 Zahlen und 


zweimal eine 9 eine Zahl (99) 


 a)  P(keine 9) = 
  


  
 


 


 
                     b) P(genau eine 9) = 


  


  
       


c)  P(genau zweimal eine 9) = 
 


  
       


d)  P(mindestens eine 9) = 
  


  
     (oder 1-P(keine 9) =   


  


  
 


  


  
) 


1.7 a)       
  


 
        (Fläche Viertelkreis : Fläche Einheitsquadrat) 


b)  Man wirft 100 Reiskörner zufällig auf das Quadrat und zählt die Anzahl k der Reis- 


     körner, welche auf den Viertelkreis fallen. k/100 ist dann ein Näherungswert für P(A). 


c)  Simulation gemäss Anweisung: Die Reiskörner werden durch Punkte ersetzt. 


     Auch hier braucht es eine grosse Anzahl von Punkten um π auf wenige Stellen 


     genau zu bekommen. 


1.8 Fall I: gezogene Karte wird zurückgelegt 


a)    
 


  
 


 


  
 


 


  
 


 


 
 
 


 
 
 


 
 


 


  
        


b)  Benutze die Gegenwahrscheinlichkeit 


      P(mind. 1. Eichel) = 1 – P(keine Eichel) =   
 


 
 
 


 
 
 


 
   


  


  
 


  


  
       


Fall II: gezogene Karte wird nicht zurückgelegt 


a)    
 


  
 


 


  
 


 


  
        


b)      
  


  
 
  


  
 
  


  
       (Gegenwahrscheinlichkeit) 
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1.9 a)           


b)                 = 0.270  (4 Pfade erfüllen die Bedingung (KKKM, KKMK, 


     KMKK, MKKK), bei allen Pfaden: 3 K (0.52), 1 M (0.48)) 


c)  P( mind. 1 M) = 1 – P(4 K)  =               


d)                      (1.Kind / 4. Kind: K/K oder M/M, die mittleren  


     spielen keine Rolle, d.h. es wird mit Wahrscheinlichkeit 1 ein K oder ein M) 


1.10 a)    
  


  
 
  


  
 
  


  
 
  


  
  0.0673  


b)      
  


  
 
  


  
 
  


  
 


 


  
        (4 Pfade erfüllen die Bedingung (MKKK, KMKK, 


     KKMK, KKKM), diese haben die gleiche Wahrscheinlichkeit) 


c)      (
  


  
 
  


  
)  (


  


  
 
  


  
)        (6 Pfade mit gleicher Wahrscheinlichkeit erfüllen die 


     Bedingung (MMKK, MKMK, MKKM, KMMK, KKMK, KKKM)) 


1.11 Wir berechnen jeweils mit Hilfe der Gegenwahrscheinlichkeit   


a)      (
 


 
)
 


             b)      (
  


  
)
 


        


Die Gewinnwahrscheinlichkeiten liegen tatsächlich nahe beisammen, aber im ersten Fall 


sind die Gewinnchancen etwas grösser. 


 


2. Kombinatorik 


2.1             


2.2          


2.3           


2.4                 (5 mal tausend Zahlen, mit je 10 mal 100 Zahlen, mit je 10 mal 10 


Zahlen, mit je 5 geraden Zahlen. Oder 5000 Zahlen, die Hälfte gerade) 


2.5 a)                   (dies sind auch die möglichen Fälle für b)) 


b)  Es gibt 4! = 24 Wörter, die mit O beginnen, 4! = 24 Wörter, die mit I beginnen, 


      total 48 Wörter (oder 2 Möglichkeiten für den ersten Buchstaben, 4! für die 


      weiteren). Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufällig ausgewähltes Wort mit einem 


      Vokal beginnt ist   
  


   
 


 


 
     


2.6 a)                (dies sind auch die möglichen Fälle für b) und c)). 


b)    
    


  
 


 


 
      (Eine von 3 sitzt vorne. Die anderen 3 verteilen sich hinten. 


     Oder: Vreni belegt einen der 3 hinteren Plätze, die andern die restlichen 3.) 


     Die Lösung kann man auch direkt einsehen: Vreni belegt einen der 3 hinteren  


      Sitzen von insgesamt 4. 


c)    
      


  
     (Für Therese 3 mögl. Plätze, für Vreni noch 2, für die anderen 


     bleiben 2! Möglichkeiten) 


2.7 a)                            


b)    
  


  
 


 


 
       (Auf Bahn 3 Burkart, für die restlichen 7 Sprinter bleiben 7 Bahnen. 


     Die Lösungen kann man auch direkt einsehen: Wahrscheinlichkeit, dass Einer von 8 


     auf Bahn 3 steht)  


c)    
     


  
 


 


  
      . (Die 3 Amerikaner als ein Element betrachten, 6 Elemente, d.h.  


     6! Möglichkeiten. Die Amerikaner können zusätzlich auf 3! Arten untereinander per- 


     mutiert werden.) 
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2.8 a)                     


 b)    
  


  
 


 


 
      .  (Die 5 muss an letzter Stelle sein, 5 Plätze für die restlichen 5 Zif- 


     fern. Die Lösungen kann man auch direkt einsehen: Wahrscheinlichkeit, dass eine 


     (die 5) von 6 Ziffern an letzter Stelle steht.) 


c)    
    


  
    . (An erster Stelle 3 Möglichkeiten, nämlich 5, 8 oder 9, die anderen 5 auf 


     5 Plätze verteilen.) 


 


Bemerkung: Bei Variationen ohne Wiederholung benutzen wir meistens die Rechnerschreibweise 


nPr, da die mathematisch korrekte Version oft sehr lange oder komplizierte Terme erfordert. 


 


2.9 a)                           


b)    
         


         
       


c)    
        


         
          


2.10 a)                                


b)    
            


         
       


     Kassier 1 aus 12, die anderen 3 aus 21. Kann auch direkt eingesehen werden 12  


     von 22 für den Kassierer P = 
  


  
 = 0.545) 


c)  Gegenwahrscheinlichkeit:     
         


         
       


2.11 a)                                          


b)    
           


         
         (Dasher links vorne, Blitzen rechts vorne oder umgekehrt, 


     6 aus den restlichen 10) 


c)    
         


         
       (Kann man direkt einsehen, Dasher ist einer der 4 von 12 die 


     nicht eingesetzt werden) 


2.12 a)                                     


b)    
         


         
       (5 von 21 Konsonanten) 


c)    
         


         
          (2 Plätze fix, für die restlichen 3 Plätze bleiben 24 Buchstaben) 


2.13 a)             b)    
     


          c)    
  


             


2.14 a)         (Bei jeder Lampe 2 Möglichkeiten (ein oder aus). Bei einer dieser 64  


     Möglichkeiten brennt gar kein Lampe. Wir zählen diese Möglichkeit auch. 


b)    
 


           (1 von 6 Lampen brennt nicht, 6 Möglichkeiten)  


c)      
   


          (Gegenwahrscheinlichkeit: 1 – P(höchstens 1 Lampe) 


     = 1 – (P(keine ein) + P(genau eine ein)) 


2.15 a)                b)    
   


           


c)      
         


           (Gegenwahrscheinlichkeit, 1 – P(höchstens 1 richtig) 


      = 1 – (P(0) + P(1)), P(1): 10 Möglichkeit für die richtigen, in allen anderen Fällen jeweils 


     3 Möglichkeiten für die falschen) 


2.16 a)           


b)    
    


          (Einer der 8 Stäbe ist rot, bei den anderen 7 Stäben hat er jeweils 2  


     Möglichkeiten) 


c)    
    


           (Bei jedem Stab 2 Mögl., also 28, doch wenn beide Farben 


     vorkommen sollen, müssen wir 2 Fälle ausschliessen (alle rot, alle weiss) 
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2.17 a)              b)    
   


           (In 30 Minuten 450 Versuche) 


c)    
   


           


     (Es gibt 6 Möglichkeiten die 5er zu setzen: Positionen 12, 13, 14, 23, 24, 34) 


2.18 a)  
   


           
        


b)  Günstige Fälle: 
   


        
     ,    


    


     
 


 


  
        


     (Zuerst ein M, dann 10 Buchstaben, 4 I, 4 S und 2 P. Man kann die Lösung  


     aber auch direkt einsehen: einer der 11 Buchstaben ist vorne (nur 1 Mögl.))  


c)  Günstige Fälle: 
   


          
     ,      


    


     
 


 


  
       


     (Die beiden P als 1 Element betrachten: 10 Buchstaben, 4 I, 4 S,1 M,1 El. P) 


2.19 a)  
   


     
     


b)  Günstige Fälle: 
  


     
    ,     


   


   
       


     (3 Steine fest, restliche 9 Steine (5 w, 4 s) verteilen) 


c)  Günstige Fälle: 
  


  
  ,    


 


   
        


     (Die weissen Steine als 1 Element betrachten: 5 Steine, davon 4 s, 1 El. w) 


2.20 a)  
  


        
    


b)  Günstige Fälle: 
  


        
   ,    


  


  
 


 


 
       


     (Am Anfang eine 4, es bleiben 5 Zahlen (3 mal 5, je einmal 4 und 8) 


      Man kann es auch direkt einsehen: zuerst eine 4, 2 von 6 (oder 
 


 
) sind 4) 


c)  
  


        
   ,    


  


  
 


 


 
     


     (Am Schluss eine 5, für die restlichen 5 Positionen bleiben 44558 zu verteilen) 


Man kann es direkt einsehen: am Schluss eine 5, 3 von 6 sind 5, somit 
 


 
     


2.21 a)  
  


     
    


b)    
   


  
       (Die 3 sind im 3-er Zimmer (1Mögl.) oder die 3 sind im 4er 


     Zimmer, dann wird ihnen einer der anderen 4 zugeteilt (4 Mögl.)) 


c)  Günstige Fälle:   
  


     
   ,    


  


  
       


     (Kari im 3er, Hans im 4er oder umgekehrt (2 Mögl.), die anderen 5 werden 


     verteilt auf die restlichen 2 und 3 Plätze) 
 


Bemerkung: In den Lösungen mit Kombinationen verwenden wir die (einfachere) mathematische 


Schreibweise (
 
 
). Für die Berechnung verwendet man (ausser in einfachen Fällen) den Rechner 


und die Funktion nCr(n,r). 
 


2.22 a)  (
  
 


)                      (mögliche Fälle für b) und c)) 


b)  Günstige Fälle: (
  
 


)           ,          


c)  Günstige Fälle: (
 
 
)  (


  
 


)     ,             . (5 aus den 6 guten, 1 aus den 39 


     schlechten). Diese Art von Aufgaben wird im Kapitel 3.4 ausführlich behandelt. 


2.23 a)  (
  
 


)       (mögliche Fälle für b) und c)) 


b)  Günstige Fälle: (
 
 
)  (


 
 
)    ,             (0 aus 4 SVP, 5 aus restlichen  7)  


c)  Günstige Fälle: (
 
 
)  (


 
 
)  (


 
 
)    ,            (3 aus 3 Grünen, 2 aus restlichen 8) 
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2.24 a)  (
  
 


)              (mögliche Fälle für b) und c)) 


b)  Günstige Fälle: (
 
 
)  (


  
 


)         ,           . (4 aus 4 Bauern, 5 aus den 


     restlichen 32)  


c)  Günstige Fälle: (
 
 
)  (


 
 
)  (


  
 


)      ,                (7 aus den 9 Rosen, 2 aus den 


     9 Eicheln, 0 aus den restliche 18 Karten) 


2.25 a)  (
  
 


)          (Total sind es 18 Wegstücke, ich wähle die 7 aus, bei denen ich nach 


     oben gehe, die restlichen gehe ich nach rechts. Kann auch mit Permutationen mit 


     Wiederholungen (Abschnitt 2.5) gelöst werden. 


b)  Günstige Fälle: 1,               (von W nach E und von E nach U nur je 1 


     kürzester Weg) 


c)  Günstige Fälle: (
  
 


)  (
 
 
)                (Es gibt (


  
 


) Möglichkeiten um  


     von A (0,0) nach R (5,5) zu gelangen, zu jeder dieser 252 Möglichkeiten gibt es  


     (
 
 
) Möglichkeiten um von R (5,5) nach U (11,7) zu gelangen) 


2.26 a)           (
     


 
)  (


  
 


)     (Von 3 Sorten können 8 Elemente ausgewählt 


     werden, Wiederholung möglich, Reihenfolge unwichtig. Formulierung mit Verteilung: 


     3 Sorten Truffes werden auf die 8 Plätze in der Schachtel verteilt, die Reihenfolge ist 


     unwichtig.) 


     Oder: (
     


   
)  (


  
 


)     


b)  Gegenereignis: Keine schwarze Truffe (
 
 
)              


      Mindestens 1 schwarze Truffe:         


2.27          (
 
 
)      (Aus den 6 Zahlen (1,2,3,4,5,6) 3 auswählen, mit Wiederholung, 


Reihenfolge unwichtig) 


2.28           (
  
  


)         (einen der 5 Apfelbäume für die 10 Spatzen auswählen mit 


Wiederholung)  


2.29 Versuch mit 2 Stufen: 


1. Stufe: Eines der 3 Drittel für die 7 Tore der Lions auswählen:         (
 
 
)      


2. Stufe: Eines der 3 Drittel für die 2 Tore der Flyers auswählen:          (
 
 
)     


Da die beiden Stufen unabhängig voneinander sind, gilt nach dem Produktsatz: 


Anzahl mögliche Drittelsresultate:          


2.30 a)            Möglichkeiten 


b)            Möglichkeiten 


c)            Möglichkeiten (Für die Reihenfolge der Ehepaare 4! Mögl. Jedes  


     Ehepaar hat zusätzlich 2 Mögl. FM oder MF) 


2.31 a)                 Mögl. 


b)    
 


  
 


 


 
        (5 von 30 sind Schweizerinnen) 


c)    
                


   
         (nPr(25,11) Mögl. die 25 Nicht-Schweizerinnen 


     die Plätze 1 bis 11 zu belegen, für Startnummer 12 gibt es 5 Möglichkeiten,  


     den restlichen 18 Fahrerinnen werden die Startnummern 13 bis 30 zugelost) 


d)  Gegenwahrscheinlichkeit: Keine der Schweizerinnen muss antreten 


          
(
  
 


)


(
  
 


)
        (Beachte: Reihenfolge der Auswahl nicht wichtig) 
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2.32 a)  (
  
 


)         (13 Wegstücke, 5 davon nach oben auswählen) 


b)  (
 
 
)  (


 
 
)       (5 Wegstücke von A nach C, 2 davon nach oben; unabhängig  


     davon 8 Wegstücke von C nach B, 3 davon nach oben) 


c)  Gesperrte Wege: (
 
 
)  (


 
 
)  (


 
 
)         (Wege von A nach D, D nach E, E nach B) 


     Mögliche Wege:              


2.33 a)         Mögl. b)           Mögl. 


c)    (
 
 
)                  Mögl. (zuerst die doppelt vorkommende Farbe auswählen  


     (6 Mögl.), dann die 2 Plätze für diese Farbe auswählen (Reihenfolge spielt keine Ro- 


     le), dann die restlichen 5 Farben auf die 4 verbliebenen Plätze verteilen) 


d)   
  


          


2.34 a)            (für jeden Gutschein 3 Möglichkeiten) 


b)               (bei Heiri und Marili 2 Möglichkeiten, bei den andern 6 je 3  


     Möglichkeiten) 


c)             (für Heiri und die Mädchen je 2 Möglichkeiten, für die andern 


     4 Knaben je 3 Möglichkeiten) 


2.35 a)    
(
 
 
) (


  
 


)


(
  
 


)
          (mögliche Fälle: 9 von 36 Karten, günstige Fälle: 4 der 


     4 Asse (1 Mögl.) und 5 Karten aus den restlichen 32) 


b)    
(
 
 
) (


  
 


)


(
  
 


)
        (günstig: 4 von 9 Rosen und 5 von den 27 andern Karten)  


c)  Gegenwahrscheinlichkeit: Keine Rose 


         
(
 
 
) (


  
 


)


(
  
 


)
        (Jolanda hat 9 Karten, davon 4 Rosen, es bleiben 5 Rosen und 


     22 andere, es werden 9 von den andern gezogen und 0 von den Rosen, Letzteres kann 


     auch weggelassen werden) 


2.36 a)                   (1. Stelle: 9 Mögl., übrige je 10 Mögl.) 


b)              (1. und letzte Stelle je 1 Mögl., sonst je 10 Mögl.) 


c)  5 am Anfang: (
 
 
)          (4 von 6 Plätzen für die restlichen 5-er, für die  


                              übrigen 2 Plätze  je noch 9 mögliche Zahlen) 


     5 nicht am Anfang:   (
 
 
)        (1. Ziffer: keine 0 und 5, 5 der restlichen 6 


                            Plätze werden mit 5 belegt, für die restliche Stelle 9 mögl. Zahlen) 


     Total:                Mögl. 


2.37 a)    
(
  
 


)


(
  
 


)
         (günstig: 3 aus den 12 roten, möglich: 3 aus allen 25) 


b)  Gegenwahrscheinlichkeit: Kein grünes Bärchen 


          
(
  
 


)


(
  
 


)
        (3 aus den 17 roten und weissen, mögliche wie in a)) 


c)    
(
  
 


) (
 
 
) (


 
 
)


(
  
 


)
       (günstig: je 1 Bärchen von jeder Sorte) 


2.38 a)                 ( jeder Spatz hat 4 Möglichkeiten) 


b)  (
  
 


)               (5 der 12 Spatzen wählen den Birnbaum, die anderen haben je 3  


     Möglichkeiten) 
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c)  (
  
 


)  (
 
 
)  (


 
 
)  (


 
 
)           (3 für den 1. Baum, 3 für den 2. Baum der 9 übrigen, 


     3 für den 3. Baum, die restlichen kommen auf den 4. Baum, 1 Mögl.) 


     Oder: 
   


           
  (12 Buchstaben (Spatzen), je 3 mit B, A1, A2, A3 (Bäume)) 


d)  Kombinationen mit Wiederholung (n=4, k=12): (
      


  
)  (


  
  


)      


e)  n=3, k=7: (
     


 
)     (5 Spatzen fix, Birnbaum besetzt) 


f)  1 Möglichkeit, da die Verteilung von je 3 Spatzen pro Baum eindeutig ist. 


2.39 a)  (
  
 


)        (betrachte die Möglichkeiten als Wege von (0 , 0) nach (8 , 5) wie bei 


     Aufgabe 2.32) 


b)  Vergleiche mit Aufgabe 2.29: (
     


 
)  (


     
 


)  (
  
 


)  (
 
 
)      


 


3 Weitere Themen 


3.1 Koeffizienten des Pascalschen Dreiecks: 


 n=0: 1  


 n=1: 1   1       


 n=2: 1    2    1   


 n=3: 1    3    3    1   


 n=4: 1    4    6    4    1 


 n=5: 1    5    10    10    5    1   


3.2  a)  (
 
 
)  


  


     
       (


 
 
)  


  


     
  , d.h. die äussersten Zahlen im Dreieck sind 1. 


      (es gibt nur 1 Möglichkeit aus n Elementen keines oder alle zu nehmen) 


b)  (
 
 
)  


  


         
 


                    


                  
   (es gibt genau n Möglichkeiten, 1 Element aus n  


      Elementen auszuwählen) 


      (
 


   
)  


  


       (       ) 
 


  


         
 (


 
 
) , d.h die beiden zweitäussersten Zahlen im  


      Dreieck sin gleich der Zeilennummer n 


c)  (
 
 
)  


  


         
 


  


         
 (


 
   


)  (statt k Elemente auszuwählen, kann ich die n-k be- 


     stimmen, die nicht ausgewählt werden), d.h. das Pascalsche  Dreieck ist symmetrisch) 


d)  (
 


   
)  (


 
 
)  


  


               
 


  


         
 


               


          
 


        


          
 (


   
 


) 


      (in allgemeine Formel für (
 
 
) einsetzen, Brüche gleichnamig machen, Zähler zusam- 


      menzählen), d.h. zwei benachbarte Zahlen in einer Zeile addiert ergeben die Zahl in  


     der Mitte der beiden auf der nächsten Zeile. 


e)  n=5: 1    5    10    10    5    1   


     n=6: 1    6    15    20    15    6    1 


      n=7: 1    7    21    35    35    21    7    1  


     z.B.               


3.3                                        
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3.4 a)                   


     Nach dem Binomischen Lehrsatz gilt andererseits: 


            (
 
 
)     (


 
 
)          (


 
 
)               (


 
 
)          ∑ (


 
 
) 


   , 


     also die Summe der Binomialkoeffizienten in der n-ten Zeile.  


b)  Anzahl Möglichkeiten, dass x Lampen brennen ist (
 
 
). 


     Es können 0, 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 Lampen brennen. 


     Nach Aufgabe a) gilt:  (
 
 
)  (


 
 
)  (


 
 
)  (


 
 
)  (


 
 
)  (


 
 
)  (


 
 
)        


3.5   
         


          (Geburtstagsproblem: 37 Zahlen, 8 Personen) 


3.6   
        


         (Geburtstagsproblem: 9 Spieler, 7 Tore verteilen) 


3.7 a)  (
  
 


)  (
 


 
)
 


 (
 


 
)
  


        Mit der gespeicherten Formel:    (   
 


 
    ) oder 


              (   
 


 
    ). 


b)  ∑ (
  
 
)  (


 


 
)
 


 (
 


 
)
    


 
           Formel:       


 


 
      oder             


 


 
      


c)  ∑ (
  
 
)  (


 


 
)
 


 (
 


 
)
    


  
             Formel:       


 


 
      ) oder             


 


 
        


3.8  a)  ∑ (
  
 
)  (


 


 
)
 


 (
 


 
)
    


  
             Formel:      


 


 
        oder             


 


 
        


b)  ∑ (
  
 
)  (


 


 
)
 


 (
 


 
)
    


  
            Formel:  (   


 


 
      ) oder         (   


 


 
      )  


c)  ∑ (
  
 
)  (


 


 
)
 


 (
 


 
)
    


  
             Formel:       


 


 
       oder             


 


 
       


 Bemerkung: Es gib nur 3 mögliche Ausgänge «angenommen», «Zusatzprüfung», «abge-


wiesen», deshalb muss die Summe der obigen Wahrscheinlichkeiten 1 ergeben. 


3.9 a)        
 


  
       oder besser:         


 


  
               oder                


 


  
      


b)        
 


  
                oder             


 


  
      


c)  1. Variante (mit solve):      (    (  
 


  
    )        ) ⇒         , 


     d.h. es werden 29 Bohrungen benötigt. 


     2. Variante (Tabelle erstellen, geht auch mit Grafikrechnern) 


x 10 20 25 26 27 28 29 


       
 


  
       0.651 0.878 0.928 0.935 0.9418 0.9477 0.9529 


     3. Variante (von Hand):   
  


                ⇒          ⇒   
        


       
        


     (das Ungleichheitszeichen wechselt bei einer Division durch eine negative Zahl) 


3.10                              . (135 Leute kommen mit Wahrscheinlichkeit 0.85. Das 


Hotel ist überbucht, wenn mehr als 120 kommen) oder 


                          . (Hotel ist überbucht, wenn weniger als 15 annullieren) 


3.11 a)  
(
  
 


)


(
  
 


)
      . Mit der gespeicherten Formel:                . 


b)  
(
  
 


) (
  
 


)


(
  
 


)
       . Mit Formel:                 . 


c)  
(
  
 


) (
  
 


) (
  
 


) (
  
 


) (
  
 


) (
  
 


)


(
  
 


)
       . Mit Formel:                . 


d)  
(
  
 


) (
  
 


) (
  
 


) (
  
 


)


(
  
 


)
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3.12 a)  (
  
 


)        


b)  
(
  
 


) (
 
 
)


(
  
 


)
      .  Mit der gespeicherten Formel:                . 


 


c)    
(
  
 


)


(
  
 


)
        (Gegenwahrscheinlichkeit: keine Frau wird gewählt, d.h. 4 Männer) 


     Mit der Formel:                   oder hv(20,8,4,1,4). 


d)  
  (


  
 


)


(
  
 


)
      (Für Frau Meier nur 1 Möglichkeit, 3 aus den andern 19 auswählen)  


     Mit Formel:                 oder hv(20,1,4,1,1) 


3.13 a)  (
  
 


)            


b)  
(
  
 


) (
  
 


)


(
  
 


)
       .   Formel: hv(52,13,5,4,4) 


c)  
(
  
 


) (
  
 


) (
  
 


) (
  
 


)


(
  
 


)
       .   Formel: hv(52,13,5,4,5) 


d)  
   (


 
 
) (


  
 


)


(
  
 


)
         . Mit der gespeicherten Formel                    


      (13 mögliche Pokervarianten, alle 4 wählen und die 5-te aus den restlichen 48) 


e)  
   (


 
 
)    (


 
 
)


(
  
 


)
        . (13 Möglichkeiten, von denen wir den 3-er auswählen können 


     (z.B. die Könige), 3 von 4 auswählen, dann noch 12 Möglichkeiten für den 2er, 2 von 4 


     auswählen. 


3.14 a)  (
 
 
) (


 


 
)
 


(
 


 
)
 


 (
 


 
)
 


       . Mit der Formel:      
 


 
      oder            


 


 
      


b)  (
 
 
)  (


 


 
)
 


(
 


 
)
 


 (
 


 
)
 


      .  Formel:      
 


 
      oder            


 


 
      


c)  (
 
 
)  (


 


 
)
 


       .  Mit der gespeicherten Formel:        
 


 
      


     (eine von 4 Farben auswählen, Wahrscheinlichkeit ¼ für jede der 3 Karten) 


d)  (
 
 
)  ((


 


 
)
 


 
 


 
 


 


 
 (


 


 
)
 


)  (
 
 
)  (


 


 
)
 


       . (2 von 4 Farben auswählen, nun müs- 


      sen von der ersten Farbe 2 und von der zweiten Farbe 1 Karte gezogen werden oder 


      umgekehrt, 2 Möglichkeiten, für jede Karte Wahrscheinlichkeit 1,4) 


e)  
        


         .  (für die 1. Karte 36 Mögl., damit ist eine Farbe besetzt, für die 


     2. Karte 27, für die 3. Karte 18 Möglichkeiten) 


Wenn man drei Karten zieht, gibt es nur obige 3 Verteilungen, (1 Farbe, 2 Farben oder 3 


Farben), d.h. die Summe der oben errechneten Zahlen muss 1 sein. 


Kontrolle: c)+d)+e)= 0.0625 + 0.5625 +  0.375  = 1 


f)  
(
 
 
) (


  
 


)


(
  
 


)
       .  Mit der Formel:               . 


g)  
(
 
 
) (


  
 


) (
 
 
) (


  
 


)


(
  
 


)
      .  Formel:                


h)  
  (


 
 
)


(
  
 


)
       .  (1 von 4 Farben auswählen, dann 3 aus 9 Karten ziehen) 


i)  
(
 
 
)   (


 
 
) (


 
 
)


(
  
 


)
      .  (2 von 4 Farben auswählen, dann 2 Karten von der ersten 


     Farbe und 1 Karte von der zweiten Farbe oder umgekehrt, 2 Mögl.)  
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j)  
(
 
 
)   


(
  
 


)
      .  (3 von 4 Farben wählen, dann je 1 Karte aus den 9 Karten der 3 Farben) 


Wenn man drei Karten zieht, gibt’s nur obige 3 Verteilungen, (1 Farbe, 2 Farben oder 3 


Farben), d.h. die Summe der oben errechneten Zahlen muss 1 sein. 


Kontrolle: h)+i)+j)=0.047 + 0.545 + 0.408  = 1 


3.15 a)    
           


             (identisch zum Geburtstagsproblem, 1. Druckfehler hat 


      250 Mögl., 2. Druckfehler 249 Mögl. usw.) 


b)    (
   


   
)
  


       (Für jeden Druckfehler gilt: Er ist mit P = 1/250 auf Seite 100, mit 


     p = 249/250 nicht auf Seite 100. Wir rechnen über die Gegenwahrscheinlichkeit, d.h. 


     mit welcher Wahrscheinlichkeit alle 50 Druckfehler nicht auf Seite 100 sind) 


3.16 a)  (
  
 


)  (
 


  
)
 


 (
  


  
)
  


      . Mit der Formel:       
 


  
      oder             


 


  
      


      (2 der 19 Schülerinnen auswählen, Aufgabe 5 fix, 17 aus den Übrigen) 


b)  Gegenwahrscheinlickeit: 1-P(höchstens 1 Aufgabe aus der Vektorgeometrie) 


        (
 


 
)
  


 (
  
 


)  (
 


 
)  (


 


 
)
  


      . Formel:     (   
 


 
    )        


 


 
       


      (P(≥ 2)  = 1 – P(0)  - P(1), 19 Versuche, 10 günstige aus 30) 


c)  
 


  
       .   (Lena zieht eine Aufgabe, dass Thomas dieselbe zieht ist 1: 30) 


     Oder: 
    


    (Lena hat 30 Mögl., Thomas nur noch eine) 


d)    
          


          .  (siehe Geburtstagsproblem) 


e)  
(
 
 
) (


  
  


)


(
  
  


)
 


  


  
      .  Formel:                  (1 Mögl. für die 5, für den Rest 


     18 aus den übrigen 29 Karten. Kann man direkt einsehen: Bei 19 gezogenen Aufgaben 


     von 30 ist die Wahrscheinlichkeit für jede Karte 19/30 gezogen zu werden) 


f)  Gegenwahrscheinlichkeit: 1- P(höchstens 1 Schülerin 1 Aufgabe Vektorgeometrie) 


       
(
  
 


) (
  
  


) (
  
 


) (
  
  


)


(
  
  


)
        . 


     Mit der Formel:                                      


g)    
(
  
 


)


(
  
 


)
      . ( 3 Themenkreise, dann 2 aus 10 auswählen) 


      oder   
 


  
  (Lena wählt eine Aufgabe aus 3 Themenkreisen aus, Thomas zieht mit 9/29 


     eine Aufgabe aus dem gleichen Themenkreis) 


h)  (
 
 
)  


  ((
  
  


) (
  
 


))


(
  
  


)
             .  (zuerst 2 von 3 Themen auswählen, dann 


     sind 19 Aufgaben von 20 auszuwählen, d.h. 10 vom einen Thema und 9 vom 


     andern, 2 Möglichkeiten) 


3.17 a)    
(
  
 


)


(
   
 


)
      . (Gegenwahrscheinlichkeit: kein Jazz-Stück dabei. 


      Mit der gespeicherten Formel                  oder direkt                  


b)  
(
 
 
) (


  
 


)


(
   
 


)
     . (kann man auch direkt einsehen, 6 von 100 Stücken hört er sich 


     an, dies ist auch die Wahrscheinlichkeit für ein einzelnes Stück) 


     Mit der Formel:                 


c)    
(
  
 


)


(
   
 


)
        .  (zuerst einen der 3 Bereiche auswählen, (


 
 
) Mögl.) 


     Mit der Formel:                    


d)    (
  


   
)
 


 (
  


   
)
 


      . Formel:        
  


   
      oder direkt      


  


   
     . 
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e)    (
  


   
)
 


       . Oder:     (  
  


   
    ) oder   (  


 


   
    ) 


      oder      
  


   
      


f)  (
 
 
)  (


  


   
)
 


        .  Formel     (  
  


   
    )  (einen Bereich auswählen, 


     (
 
 
) Möglichkeiten) 


g)    
          


            (Geburtstagsproblem) 
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