» Ein Warteschlangen-Problem

Robert Mérki

Grosse Fastfood Restaurantketten spielten eine

fiihrende Rolle bei der Verwendung mathematischer
Modelle zur Optimierung von Betriebsabldufen und die
Ergebnisse der Studien fiihrten zu organisatorischen und
baulichen Veranderungen, welche zum Ziel hatten, den
Kundenfluss und damit den Profit zu steigern. Das hier
diskutierte Modell beruht auf einer vereinfachten modifizierten
Version einer von Burger King durchgefiihrten Studie [1]. Es ist
sehr geeignet als Abschlussprojekt in einem Gymnasium,
werden doch viele wichtige Themenbereiche aus dem
Unterricht der letzten zwei Jahre bendtigt. Das Projekt
ermdglicht es, ein sehr reizvolles Thema zu untersuchen und
gleichzeitig wichtige Stoffgebiete zu repetieren und
anzuwenden. Das kleine physische Simulationsspiel zur
Einfihrung, welches mit einer Klasse vielleicht etwa 20
Minuten lang gespielt werden kann, gibt ein Gefiihl fir den
Ablauf im System und kann durch das tiberraschende Ergebnis
die Neugier wecken.

Warteschlangen

Das Studium von Warteschlangen ist ein wichtiges
Anwendungsgebiet der Mathematik. In einem
Warteschlangen-System gibt es eine oder mehrere
Servicestellen, wo die ankommenden Kunden bedient werden.
Die Kunden kommen zu zufalligen Zeitpunkten an und die
Bedienung eines Kunden dauert eine zufallige Zeitspanne.
Wahrenddem ein Kunde bedient wird, muss ein neuer Kunde in
einer Warteschlange warten. Ein bedienter Kunde wechselt zu
einer anderen Servicestelle oder verlasst das System. Im
vorliegenden Beispiel wird ein sehr einfaches System mit einer
einzigen Warteschlange mit begrenzt vielen Platzen
untersucht.

Das Simulationsspiel

Das Spiel dient der Simulation des Warteschlangenproblems,
welches nachfolgend mathematisch modelliert wird. Wenn
dieses Spiel von einer Klasse etwa 20 Minuten lang gespielt
wird, entwickelt sich ein gutes Gefiihl fiir die Ablaufe und fiir die
Problematik und die mathematische Modellbildung wird dann
auch besser verstanden. Die statistische Auswertung der
Spielergebnisse  kann zudem mit den theoretischen
Modellrechnungen verglichen werden.

Spielbeschrieb

Ein Drive-In Restaurant liegt an einer Strasse. Vor dem
Schalter hat es Platz fiir drei Autos. Wenn diese drei Platze
besetzt sind, kann ein neuer potenzieller Kunde nicht in die
Warteschlange einbiegen und fahrt weiter (zur Konkurrenz).
Wir fiihren die folgenden Gréssen ein:

Ankommensrate A

Im Mittel kommt pro Minute ein Kunde an, dies wird mit einem
Wirfel simuliert: Jeder Wurf steht fiir ein Zeitintervall von 10
Sekunden, wird die Augenzahl 6 gewirfelt, heisst dies, dass
ein Kunde kommt. Auf diese Weise wird gewahrleistet, dass
die Kunden zwar in zufélligen Zeitabstanden kommen, jedoch
im Mittel einer pro Minute. Mathematisch ausgedriickt
ist A =1 Kunde pro Minute.

Servicerate p:

Die Bedienung der Kunden dauert natiirlich verschieden lang,
einige haben kleine Bestellungen, die sofort erledigt werden
kénnen, andere brauchen mehr Zeit. Es gibt jedoch einen
mittleren Wert der Anzahl Kunden, welche pro Minute resp. pro
Stunde abgefertigt werden kénnen. Diese Grosse heisst
Servicerate. Die Servicerate kann von der Firma durch
organisatorischne und bauliche Massnahmen beeinflusst
werden. Eine Erhdhung der Servicerate verlangt aber mehr
oder besser ausgebildetes Personal.

Das Spiel wird in zwei Versionen gespielt:

Version I:

Die Servicerate wird der Ankommensrate angepasst, d.h. es
wird im Mittel pro Minute ein Kunde bedient. Dies wird
wiederum mit einem Wirfel simuliert, ein Wurf steht fur 10
Sekunden Dauer, wird die Augenzahl 6 gewiirfelt heisst dies,
dass ein Service abgeschlossen wurde und der Kunde das
System verlasst. Auf diese Weise dauert die Servicezeit im
Mittel 1 Minute, sie kann aber auch langer oder kiirzer sein.

Version IlI:

Die Servicerate wird verdoppelt, was hohere Personalkosten
bedeutet. Simuliert wird dies dadurch, dass bei Augenzahl 5
oder 6 ein Service vollendet wird.

Spielanleitung

Das Spiel wird von zwei Personen gespielt, Spieler A ist
Kunde, Spieler B Servicepersonal. Zu Beginn befindet sich ein
Wagen in der Warteschlange

A und B wiirfeln abwechslungsweise, B beginnt. Wiirfelt A die
Augenzahl 6, dann reiht sich ein weiterer Wagen in die
Warteschlange ein, falls dort ein freier Platz vorhanden ist. Zur
Verfligung stehen drei Platze Wurfelt B die Augenzahl 6
(Version 1) resp. die Augenzahl 5 oder 6 (Version II), dann
wurde ein Service abgeschlossen und ein Wagen wird aus der
Warteschlange entfernt. Natiirlich kann es Situationen geben,
wo kein Wagen in der Warteschlange steht.
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Auswertung:

Wichtig ist, die genaue Anzahl der Wiirfe von A (oder von B) zu
ermitteln, denn dies entspricht der simulierten Zeitspanne. Z.B.
kann man in jeder Version 120 Mal wirfeln und simuliert so
eine Zeitspanne von je 20 Minuten. Lasst man eine ganze
Klasse spielen, so simuliert dies eine Zeitspanne von einigen
Stunden. A macht also bei jedem Wurf einen Strich in einer
Liste, B jedesmal, wenn ein Kunde bedient wurde, d.h. wenn er
ein Fahrzeug aus der Schlange entfernen konnte.

Berechnung des Gewinns: Jeder Kunde gibt im
Mittel c4=10 Euro aus aus, die Servicekosten betragen in
jeder Minute c2'Servicerate mit c2=1 Euro, d.h. in Version |
kostet der Service 1 Euro pro Minute, in Version Il dagegen 2
Euro pro Minute. Man bestimme den mittleren Gewinn pro
Minute in beiden Versionen. Die Schiilerinnen und Schiiler
vermuten in der Regel dass Version| besser ist, weil es
vernlinftig scheint, die Servicerate gleich gross wie die
Ankommensrate zu wahlen. Das Spiel zeigt dann aber, dass
bei Version | die Warteschlange recht haufig voll ist und damit
Kunden an die Konkurrenz verloren gehen.

Im Folgenden werden zwei Modelle betrachtet, ein diskretes,
welches direkt das Simulationsspiel widerspiegelt, sowie ein
allgemeineres  kontinuierliches.  Je  nach  fachlicher
Voraussetzung kann auch nur eines der Modelle betrachtet
werden. Die fiir die Berechnung des Gewinns entscheidende
Grosse ist die Eintrittsrate, diese ist, weil einige ankommende
Kunden nicht in die Warteschlange eintreten kénnen, kleiner
als die Ankommensrate. Um die Eintrittsrate zu berechnen,
muss die Wahrscheinlichkeit, dass die Warteschlange voll ist
(d.h.die maximal mégliche Lange hat), bekannt sein.

Das diskrete Modell

Sei Py(t), n=0,1,2,3... die Wahrscheinlichkeit, dass zur
Zeit t genau n Fahrzeuge in der Schlage sind. Die
Zeit t ist diskret, t=0, 1,2, 3 ... (Zeiteinheit 10 Sekunden).
Es gilt Version I.
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Das ergibt die Matrix:
3 5 0 0
mu:i 6 26 5 0
36| 0 5 26 5
0 0 5 31
Version Il ergibt analog die Matrix:
30 10 0 0
m _1] 6 2210 o0
" 36| 0 4 22 10
0 0 4 26
Die Eigenvektoren zum Eigenwert 1 sind:
eigl 0.217391
0.26087
0.26087
0.26087
eig2 0.516529
0.309917
0.123967
0.049587
2199 App.2

Bemerkung: TI-NspireTM liefert den normierten Eigenvektor mit
der Norm 1, der Eigenvektor muss noch angepasst werden, so
dass die Summe der Elemente 1 ergibt.

Der mittlere Gewinn pro Minute betragt demnach
(Parameterwerte wie im Spielbeschrieb):

Version I: Gy =10-( 1-0,26087) -1 =6,39

Version Il: Gy =10-( 1-0,049587) -2 =7,50

Bemerkungen: Anstelle der Eigenvektoren kann man auch (fiir
die Schiller leichter nachvollziehbar) die Entwicklung
von (m)" resp. (mu)" beobachten, , daraus lasst sich die
Wahrscheinlichkeit, dass die Warteschlange im
Langzeitverhalten voll ist, leicht ablesen.
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Im Spiel beginnt in jedem 10-Sekunden Intervall jeweils Spieler
B.

Bemerkung: Wenn jeweils Spieler A beginnt, dann ergibt sich
interessanterweise ein anderes Resultat, dies wegen der
"Randbedingung": Wenn die Warteschlange voll ist, dann tritt
ein ankommendes Fahrzeug nicht ein und ist als Kunde
verloren. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist bedeutend kleiner,
wenn A beginnt.

Selbstverstandlich kann nun das diskrete Modell angepasst
und verandert werden fiir andere Werte der vorkommenden
Parameter.

Das allgemeine kontinuierliche Modell

Ausgangslage: Ein Drive-In-Restaurant hat K Platze in der
Warteschlange. Die Autos, welche sich in die Schlange
einreihen wollen, kommen in zufélligen Zeitabstdnden an mit
einer mittleren Ankommensrate von A Autos pro Minute. Die
Servicezeit ist ebenfalls zuféllig, die mittlere Servicerate sei
Autos pro Minute. Im Mittel gibt ein Kunde cqEuro aus, die
Servicekosten des Betriebs belaufen sich auf cx:p Euro pro
Minute. Bei welcher Servicerate ist der Gewinn maximal?

1. Ankommens-und Service-Wahrscheinlichkeit

Wenn zB. A=1 Auto/Minute betragt, dann ist die
Wahrscheinlichkeit, dass wahrend einer beliebigen Sekunde
ein Auto ankommt 1/60. Im Simulationsspiel war die
Wahrscheinlichkeit, dass ein Auto in einem 10-Sekunden
Intervall ankommt 1/6.

Allgemein gilt: Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Auto in einem
kleinen Zeitintervall At ankommt und damit in die
Warteschlange eintritt, betragt A-At (mathematisch exakt gilt
dies nur fir At—0). Entsprechend gilt, dass die
Wahrscheinlichkeit, dass ein Kunde in einem kleinen
Zeitintervall At die Warteschlange verlasst (sofern es Kunden
in der Schlange hat), p-At betragt.

2. Wahrscheinlichkeitsverteilung der Lange der
Warteschlange

Um das "Warteschlangen-Problem" zu I6sen, missen wir die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Schlangenlange verstehen.

Definition:  Pn(t) := Wahrscheinlichkeit, dass zu Zeit t die
Zahl der Autos in der Schlage n betragt.

Fir Pq(t) kénnen wir Differenzialgleichungen aufstellen. Wir
werden jedoch diese Differenzialgleichungen nicht I6sen
(obwohl dies mdglich, jedoch aufwandig schwierig ist), sondern
nur das Langzeitverhalten fit t—e studieren.

3. Differenzialgleichungen fiir die Schlangenlénge

Um die Differenzialgleichungen aufzustellen, ist folgendes zu
beachten: Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses (Ankunft
eines Kunden, Wegfahrt eines Kunden) in einer kleinen
Zeitspanne At betragt AAt resp. u-At.  Die
Wahrscheinlichkeit, dass in einer kleinen Zeitspanne At
zwei Ereignisse stattfinden ist dann proportional zu (At)z. Da

wir beim Aufstellen des Differenzialquotienten dann
durch At dividieren und anschliessend den Grenzwert fiir
At—0 betrachten, werden diese Wahrscheinlichkeiten
vernachlassigbar, d.h. es genilgt, in jedem kleinen
Zeitintervall At nur Einfachereignisse zu betrachten: Es findet
jeweils hochstens ein einziges einzelnes Ereignis, Ankunft oder
Wegfahrt eines Kunden, statt.

Stellen Sie nun die Differenzialgleichungen auf. Dazu
berechnen Sie zuerst Pn(t+At) und gewinnen dann daraus
einen Ausdruck fiir Py(t+At) — Pa(t) rep. dann
P (t+At)-P (t)
At .

Der letzte Ausdruck ist dann fiir At — 0 die Ableitung Py'(t),
was die Differenzialgleichung ergibt. Dabei sind drei Félle zu
unterscheiden:

(an=0

Um Po(t+At), also die Wahrscheinlichkeit, dass zum
Zeitpunkt t+ At kein Kunde in der Schlange ist, zu
berechnen, gehen Sie wie folgt vor: Es gibt zwei Mdglichkeiten,
dass zum Zeitpunkt t+ At kein Kunde in der Schlange ist:

= Zum Zeitpunkt t ist kein Kunde in der Schlange
(Wahrscheinlichkeit dafiir ist Po(t)) und es tritt auch
keiner ein.
= Zum Zeitpunkt t ist ein Kunde in der Schlange
(Wahrscheinlichkeit dafiir ist P+(t)) und es tritt einer
aus und keiner ein.
Die Differenzialgleichung flir Pg’(t) enthélt also die Variablen
A, 1, Po(t), Pa(t).

(b) 1snsK-1
Jetzt gibt es drei Falle zu unterscheiden:
= ZurZeit t befindensich n—-1 Kunden inder
Schlange und wahrend der Zeitspanne At tritt einer
ein.
= ZurZeit t befindensich n Kunden in der
Schlange und wahrend der Zeitspanne At tritt
keiner ein und keiner aus.
= ZurZeit t befindensich n+1 Kunden inder
Schlange und wahrend der Zeitspanne At tritt einer
aus.

(c)n=K
Jetzt gibt es wiederum nur noch zwei Félle! Bestimmen Sie
analog zu (a) die Differenzialgleichung

4. System im Gleichgewicht, Langzeitverhalten
Wir gehen davon aus, dass sich nach einiger Zeit die
Wahrscheinlichkeiten Pn(t) eingespielt haben und sich nicht
mehr verandern, d.h. wir studieren das Grenzverhalten
fir t—e. Bezeichnen Sie nun die Langzeitwahrscheinlichkeit,
dass n Kunden in der Schlange sind, mit m,:

n, = !im P (t)
Untersuchen Sie:

lim Pl(t)

Aus dem System von K Differenzialgleichungen ergibt sich
damit ein System von K+1 Gleichungen in den
Variablen o, 71, ..., k. Formulieren Sie dieses System.

5. Zeigen Sie: (k) ist eine geometrische Folge
Zeigen Sie: Fur K23 folgt aus dem obigen
Gleichungssystem

A P

1 “ 0 2 “ 0 3 u 0
Beweisen Sie mit vollstandiger Induktion, dass aus dem obigen
Gleichungssystem folgt:

Die Werte mo, 71, ..., tk bilden also eine geometrische Folge
mit dem Quotienten

q=A (*)-
n

6. Berechnung von 7,
(a) Mit Hilfe der Summenformel fiir die endliche geometrische
Reihe und der Tatsache, dass
Mo+ Wi+ ..+ =1

kann m durch A und p ausgedriickt werden. Verwenden
Sie dazu den Quotienten (*). Dabei muss allerdings
vorausgesetzt werden, dass q#1. Zeigen Sie, dass
fir q=1 gilt, dass:

e 1

K+
(b) Nachdem Sie mp in Abhangigkeit von q ausgedriickt
haben, konnen Sie die Formel fir =, finden, also =, in
Abhangigkeit von q darstellen.

7. Losung des Burger-King-Problems

nx ist die Wahrscheinlichkeit, dass zu einem beliebigen
Zeitpunkt t genau K Fahrzeuge in der Schlange sind, dass
also die Warteschlange voll ist. Die Rate, mit der die Kunden in
die Schlange eintreten, betrdgt folglich ~ A-(1-mx)
(Begriindung?). Wir nennen diese Grosse "Eintrittsrate”.

Wir verwenden im folgenden den Quotienten in (*) als
unabhéngige Variable. Der Gewinn pro Zeiteinheit ist nun:
G(q) = c1 x Eintrittsrate — c2 x Servicerate

(a) Formulieren Sie diese Funktion. Aus dem Funktionsterm
lasst sich A ausklammern, man kann also G(q) darstellen
als G(q) = »-G*(q)

(b) Skizzieren Sie den Graphen von G*(q) fir die
Parameterwerte ¢1=12, c2=1, K=10 und bestimmen Sie,
fir welchen Wert q das Maximum von G* (und damit
von G) erreicht wird. Wie gross muss also die Servicerate
sein?

(c) Im Simulationsspiel waren die Werte ¢1=10, c2=1, K=3.
Wo liegt hier das Maximum? Wie gross ist also die
optimaleServicerate? Welcher Wert von G(q) ergibt sich
fir pu=1 wund fir p=27? Vergleichen Sie mit den
Ergebnissen des Spiels!

(d) Untersuchen Sie mit Hilfe von Schiebereglern den Einfluss
der Parameter ¢1 und K.

Losungen
3.(a) Pi(t)=-A-P,(t)+p-P(t)
3.(b) P()=2-P () -(A+p)-P,()+1-P, ()1 Sn<K-1
3.0) PL=A-Re (D-R-P(t)
4. Esist
fim (Pn'(t)) -0

und es ergibt sich das Gleichungssystem

0=-Am, +pm,
0=xm, ,~(A+wr, +um,, 1<n<K-1
0=Amy_, —um,
oY
= me(3) =
-9 . X
6w =T qer @ A= 0snsK
-9 A 1-g* ¢
7.0 G@=er e, A(Cw,qm &
25.7/ y
__10
f1(x)=12 I’ 1
/ 1l ¥
/A!E%%
l/ [ —
| =] |
'1.42,3 0.2 5.19
> ‘ Abb.4

7. (b) q=0,751. Die Servicerate p muss also
etwa p=1,331 betragen.

7. (c) G(q) wird maximal fur q=0,552.
Fir qgq=1 ist G(q) nicht definiert, jedoch betragt der
Grenzwert G(q)=6,5 fir q-1. Far
n=2 ist gq=05. G(0,5)=7,333. Das mathematische
Modell sagt also bei einer Verdoppelung der Servicerate einen
um etwa 12,8% hoéheren Gewinn voraus. Man Vergleiche mit
den Ergebnissen des Spiels!

Quellenangabe:
[1] Hastings K. J., 1997, Queueing Systems in MAA Notes 29,
Washington, Mathematical Association of America.
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