Markus Paul
Der Zentrale Grenzwertsatz

Viele Vorgange in der Natur und Technik lassen sich
durch normalverteilte Zufallsvariablen beschreiben,
z.B. KoérpergrofRe von Personen, Lange von Staben
beim Zuschneiden, Geburtsgewicht von
Neugeborenen, Fillgewicht von Packungen....

Die zentrale Bedeutung der Normalverteilung liegt im
Zentralen Grenzwertsatz, der besagt, dass eine
SUMME von vielen unabhéngigen, beliebig
verteilten Zufallsvariablen gleicher
GréRenordnung angenahert normalverteilt ist, und
zwar umso besser angenahert, je groRer ihre Anzahl
ist.

Der Zentrale Grenzwertsatz bildet die Grundlage
dafir, dass Stichprobenverteilungen ab einem
bestimmten Stichprobenumfang durch die
Normalverteilung approximiert werden kénnen. Die
Normalverteilung ist ein mathematisches Modell, das
als ein Grundpfeiler der mathematischen Statistik
angesehen werden kann. Da sich viele zuféllige
Variablen, die in der Natur beobachtet werden
koénnen, als Uberlagerung vieler einzelner,
weitgehend unabhangiger Einflisse auffassen lassen,
kénnen diese Variablen durch die Normalverteilung
beschrieben werden.

Mathematisch formuliert (Duden: Rechnen und
Mathematik):

Es seien Xj, Xa, ..., Xs unabhéngige Zufallsvariablen
und X: = X3 + Xo + ...+ Xp.

Dann gilt die N&herungsformel
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mit p = iE(Xi) und o2 = iV(Xi).

i=1 i=1
Dabei ist @ die Wahrscheinlichkeitsfunktion der
standardisierten Normalverteilung. In der Regel ist die
Naherung umso besser, je groRer n ist.

Wie kann dieser sowohl in theoretischer als auch in
praktischer Hinsicht bedeutendste Satz der Statistik
Schilern sinnlich vermittelt werden?

Wir beschrénken uns auf den Spezialfall, dass die
Zufallsvariablen identisch verteilt sind, wahlen als
Beispiel das Wirfeln und untersuchen die
Zufallsvariable X = geworfene Augenzahl.

Diese Zufallsvariable ist gleichverteilt:
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Als Erwartungswert erhalten wir

n=EX) = ik-P(X:k) =3,5;
i=1

als Varianz erhalten wir

_ 3 2 _ 35
o2=V(X)= Y (k—p) -P(X=k) = —
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und damit die Standardabweichung

c= 35 1,7078.
12
Mit dem TI-83 Plus kdnnen wir dies elegant
nachrechnen. Wir geben im Listen-Editor ( >
1:Edit) die Werte der Zufallsvariablen in Liste L1 ein,
die Wahrscheinlichkeiten in Liste L2.
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Mit [STAT|> CALC > 1:1-Var Stats L1,L2 erhalten wir

mit x den Erwartungswert und mit ox die
Standardabweichung.
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Abb. 2

Nun wollen wir mithilfe des Zufallsgenerators das
Wairfeln simulieren.

Mit randInt(1,6) (Uber > PRB > 5:randInt)
wird eine ganzzahlige Zufallszahl zwischen 1 und 6
erzeugt. Durch Betatigen der — Taste
erhalten wir weitere Wurfergebnisse.
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Abb. 3

Mit randInt(1,6,5) erhalten wir jeweils eine Liste von 5
Wurfergebnissen, aber bestimmt erhalten Sie andere
Zufallszahlen als in der Abbildung.



Abb. 4

Wir kbnnen den Zufallsgenerator durch einen
Anfangs-Code (Seed) intialisieren. Dazu speichern
wir etwa die Zahl 1143 in der Variablen rand
> PRB > 1:rand): 1143 rand

Mit randInt(1,6,120) L1 erhalten wir auf jedem
TI-83 Plus dieselbe Liste von 120 Wurfzahlen, die in
L1 gespeichert werden.
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Abb. 5

Die Verteilung der Wurfzahlen kénnen wir durch einen
Statistik-Plot grafisch darstellen:

[STAT PLOT] > 1:Plot1, wahlen Sie bei Type
das Histogramm, Xlist: L1, Freq: 1.
Fenstereinstellung:

als Grenzen Xmin = -0.5 und Xmax = 7.5,

als Klassenbreite Xscl = 1;

als Grenzen fur die Haufigkeit Ymin = -10, Ymax = 30.

[F1:L4
==
Mih=4.5
maxeE.k h=ct Abb. 6

Wir geben im - Editor zusatzlich Y1 = 20 ein. Mit
GRAPH) erhalten wir ein Histogramm der Haufigkeits-

verteilung (mit TRACE| kénnen wir z.B. abfragen,
dass 22mal die Augenzahl 4 geworfen wurde); mit

STAT > CALC > 1:1-Var Stats erhalten wir die
statistische Auswertung.
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Augensumme von zwei Wirfeln

Nun untersuchen wir die Verteilung der Summe der
Augenzahlen zweier Wurfel, d.h. wir bilden die
Summenvariable X = X; + X;, wobei X; die Augenzahl
des i-ten Wirfels ist.

Dies lasst sich mit dem TI-83 Plus durch den
Summenbefehl realisieren: sum(randint(1,6,2)) liefert
die Augensumme zweier Wiirfel.

Wir erzeugen eine Folge von 120 Augensummen-
Zahlen, stellen diese grafisch dar und berechnen
statistische Kennzahlen:

seq(sum(randint(1,6,2)), X, 1, 120) L1
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Abb. 8

Da die Augensumme die Werte 2, 3, ..., 12 annehmen
kann, wahlen wir als Grenzen Xmin = 0.5 und Xmax =
13.5, als Klassenbreite Xscl = 1. Grenzen der
Haufigkeiten: Ymin = -10, Ymax = 30.
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Abb. 9

Deutlich ist zu erkennen, dass die Augensumme nicht
mehr gleichverteilt ist, die Augenzahlen in der Mitte
treten haufiger auf als die Augenzahlen an den
Réandern.

Als Mittelwert dieser Stichprobe erhalten wir die
Augensumme 7,033 und als Standardabweichung
2,316.
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Abb. 10

Was wird wohl der Erwartungswert und was wird die
Standardabweichung der theoretischen Verteilung
sein?

Die Schuler kdnnen Vermutungen aufstellen. Dazu
kdnnen weitere Listen mit 120 Zufallszahlen erzeugt
werden.

Klar erkennbar ist, dass der Mittelwert um 7
schwankt, das ist der doppelte Erwartungswert der
Augenzahl eines Wiirfels.

Die Standardabweichung schwankt um den Wert 2,4.
Das ist nicht die doppelte Standardabweichung der
Augenzahl eines Wiirfels (o = 1,708)! Der Quotient
2,4/1,7 ergibt 1,41. Ist hier vielleicht die Zahl V2 im
Spiel?



Untersuchen wir statt der Standardabweichung die
Varianz, so erhartet sich dieser Verdacht: Fir die
Varianz der Summenvariablen erhalten wir ca 2,42 =
5,76; die doppelte Varianz fur einen Wurfel ergibt
5,8333.

Folgende Vermutungen kénnen aufgestellt werden:
Der Erwartungswert der Summe zweier
Zufallsvariablen ist die Summe der Erwartungswerte:
E(X1+X2) = E(Xl) + E(Xz).
Die Varianz der Summe zweier unabhangiger
Zufallsvariablen ist die Summe der Varianzen:
V(X1+X2) = V(Xl) + V(Xz)
Sind die Zufallsvariablen X; identisch verteilt mit
E(X) = p und V(Xi) = o2, dann gilt:
E(X1+X2) = 2p und
V(X1+X2) = 262 bzw ox1ex2 = V2 ©.
Fir die Augensumme zweier Wiirfel lasst sich noch
relativ leicht die Wahrscheinlichkeitsfunktion
aufstellen:

Wir erhalten eine Dreiecksverteilung:
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Erwartungswert: p=E(X)= > k-P(X=k) =7,0;
i—2

. S 2 35
Varianz: 62 = V(X) = > (k—p)"-P(X =k) = o
i=2
35

Standardabweichung: ¢ = 3 =2,415.

Mit dem TI-83 Plus kénnen wir dies wieder elegant
nachrechnen. Wir geben im Listen-Editor (|[STAT| >
1:Edit) die Werte der Zufallsvariablen in Liste L1 ein,
die Wahrscheinlichkeiten in Liste L2.
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Die Verteilung kdnnen wir mit einem Statistik-Plot
grafisch darstellen. (Geben Sie dazu Xlist:L1 und
Freq: L2 ein).

Fir Xmin=0.5, Xmax=13.5, Xscl=1, Ymin=-0.05,
Ymax=0.2,Yscl=0.1 erhalten Sie die
Dreiecksverteilung wie in der Abbildung.
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Abb. 12

Mit > CALC > 1:1-Var Stats L1,L2 erhalten wir
den Erwartungswert 7 und die Standardabweichung
2,415.

Fir ox2 erhalten wir die Varianz 5,833333, das ist
35/6.
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Augensumme von finf Wirfeln

Nun machen wir einen Sprung und untersuchen die
Verteilung der Summe der Augenzahlen von funf
Wairfeln, wir bilden die Variable X = X;+Xz+X3+X4+Xs,
wobei X; die Augenzahl des i-ten Wiirfels ist.

Was kénnen wir vermuten?

Keine Hexerei: E(X) =5-3,5 =17,5;

V(X) =5. % = 14,58333; ¢ = 3,8188.

Wir erzeugen mit dem TI-83 Plus eine Folge von 120
Augensummen-Zahlen von funf Wirfeln:
(Initialisierung wieder mit 1143)
seq(sum(randint(1,6,5)), X, 1, 120) L1

Um die Anndherung an die Normalverteilung zu
zeigen, geben wir im - Editor die Dichte der
Normalverteilung ein:

Y1 = normalpdf(X, 5*3.5, V(5*35/12))*120
(normalpdf Gber [DISTR] > 1:normalpdf)
Grenzen fir das Haufigkeitshistogramm:

Xmin = 3.5; Xmax = 31.5, Klassenbreite Xscl = 1,
Grenzen der Haufigkeiten: Ymin = -5, Ymax = 20.
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Erzeugen Sie mehrere Listen von Augensummen-
Zufallszahlen, stellen Sie diese grafisch dar und
berechnen Sie die statistischen Kennzahlen.
Vergleichen Sie diese mit den Werten der
theoretischen Zufallsvariable.

Wie kann die Approximation an die Normalverteilung
verbessert werden?

Wir erhéhen die Versuchsanzahl auf 200 (Vorsicht:
wir sto3en an die Grenzen der Rechnerkapazitét,
unter Umstéanden missen Sie RAM-Speicher
freimachen, indem Sie Programme, Listen und
Variablen in den Archivspeicher verschieben):
(Initialisieren wieder mit 1143)
seq(sum(randint(1,6,5)), X, 1, 200) L1

Nun erzeugen wir ein Histogramm mit Klassenbreite
Xscl = 2. (Ymin = -5, Ymax = 50).
Normalverteilungsdichte:

Y1 = normalpdf(X, 5*3.5, ¥(5*35/12))*200*2

Wir erhalten eine passable Annéaherung an die
Normalverteilung
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Abb. 18

Fir eine gréRere Anzahl von Zufallsversuchen
mussen wir ein kleines Programm WURFK (Menl

> New > 1:Create New) schreiben. Der
Verarbeitungsteil des Programms ist im Wesentlichen
der Bucketsort-Algorithmus:

Input "ANZ WUERFEL: *,K
Input "ANZ VERSUCHE:",N
seq(0,X,K,B6K)uw
seq(X,X,K,6K)uL
For(J,1,N)

sum(randint(1,6,K))ul

aw(r-K+1)+10aw(1-K+1)
End

Will man auch den Ausgabeteil ins Programm
integrieren (Benutzerfreundlichkeit), kann man das
Programm erweitern:

Input "ANZ WUERFEL: ",K
Input "ANZ VERSUCHE:"",N
seq(0,X,K,B6K)uw
seq(X,X,K,6K)lL
For(J,1,N)
sum(randInt(1,6,K))ul
aw(rI-K+1)+10aw(1-K+1)
End
ClrHome
PlotsOff :FnOffF
K-1.50Xmin:6K+1.50Xmax:1iXscl
Umax(@w)/3aYmin:max(Aw)*6/50Ymax
Ouvyscl
"normalpdf(X,K*3.5,8(K*35/12))*N"0Y
Plotl(Histogram,L ,aw)
DispGraph

Die Initialisierung mit 1143 ergibt fiir K = 5 Wurfel und
N = 1000 Versuche folgendes Bild (Achtung: lange
Rechenzeit, die kleinen grauen Mannchen im
Taschenrechner missen 5000mal wirfeln):
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Fur K= 5 Wirfel und N = 5000 Versuche (25000
Wirfe, Rechenzeit ca. 20 Minuten beim TI-83 Plus!!!)
erhalten wir eine ausgezeichnete Anpassung an die
Normalverteilung.
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