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» Von der Sekantensteigung zur Tangentensteigung

Kann der TI-Nspire™ durch Null
teilen?
Die Steigung der Tangente eines Funktionsgrafen an einer
Stelle wird haufig mithilfe der Sekantensteigung hergeleitet.
Haufig geschieht dies an der Normalparabel und mit der Frage
nach der Steigung im Punkt (1|1). Dieses Beispiel wird hier
ebenfalls wegen seiner Bekanntheit genutzt.

Computeralgebra-Systeme, die zuséatzlich tber ein dynami-
sches Geometrie-System  verfigen, lassen grafisch-
anschauliche Zugange bei der Visualisierung von Sekanten-
und Tangentensteigungen zu.
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Abb.1: Konstruktion einer Sekante und Berechnung der Steigung

In Abb.1 ist die Normalparabel und eine Sekante durch den
festen Punkt P1(1|1) und einen variablen Punkt Px(x|x?)
gezeichnet. Die Steigung der Sekante durch die Punkte P1
und Px kann aus deren Koordinaten berechnet werden.

Verschiebt man mit der Greifhand den Punkt Px auf der Para-
bel, so andert sich durch die dynamische Verknipfung von
Algebra und Geometrie auch die Sekante und deren (berech-
nete) Steigung. Mit dieser Konstruktion kann der Grenzpro-
zess x> 1 veranschaulicht werden. Wird der Punkt Px auf
den Punkt P1 gezogen ware zu erwarten, dass die Steigung
nicht mehr berechnet werden kann, weil der Nenner null wird.
Enttduschender Weise zeigt der Rechner, wie in Abb.2 zuse-
hen ist, fur diesen Fall (Standardeinstellungen) scheinbar
bereits die Tangente und deren Steigung im Punkt P1 an.
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Abb.2: Ziehen des Punktes Px auf Punkt P1

Damit wird den Schilerinnen und Schiilern ein Ergebnis vor-
getduscht und dem Unterricht ein Spannungsmoment ge-
nommen. In einer leistungsstarken Lerngruppe kdnnte hier die
Anzeige des Rechners und damit die vermeintliche Division
durch Null problematisiert werden. Gemeinsam mit den Ler-
nenden sollte dies - wie unten beschrieben - ndher untersucht
werden.

Untersucht man diesen Vorgang namlich etwas genauer, so
ist dem Rechner allerdings ,kein Vorwurf zu machen®. Fir
Abb.3 wurde die Zahl der Nachkommastellen um zwei erhoht,
auflerdem werden die Koordinaten des variablen Punktes Px
angezeigt. Nun ist zu erkennen, dass die Punkte zwar sehr
dicht und beieinander liegen, aber nicht gleiche Koordinaten
haben. Weiterhin ist zu sehen, dass der berechnete Differen-
zenquotient doch von der Tangentensteigung an der Stelle
x =1 abweicht.
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Abb.3: Erh6hung der Anzeigegenauigkeit

Es gelingt auch bei wiederholten Versuchen nicht, die Punkte
zur Deckung zu bringen. Der Grund dafur liegt darin, dass die
Koordinaten eines Punktes aufgrund der vorgegebenen Pixel-
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Von der Sekantensteigung zur Tangentensteigung

zahl des Bildschirms sich nicht kontinuierlich, sondern nur um
bestimmte Inkremente verandern lassen. Somit kann man die
Koordinaten eines vorgegebenen Punktes -z.B. P1(1|1)-
durch Ziehen im Allgemeinen nicht erreichen.

Also kann auf diesem Wege das Problem der Steigung eines
Graphen in einem Punkt nicht verdeutlicht werden. Dadurch
verliert diese grafische Veranschaulichung ihren Wert im Un-
terricht, insbesondere bei einer Einfihrung des allgemeinen
Steigungsbegriffs. Aber mithilfe eines Schiebereglers kénnen
die beiden Sekantenpunkte P1 und Px zur Deckung gebracht
und das Verhalten des Differenzenquotienten beobachtet
werden. Eine Moglichkeit zur Einrichtung eines Schiebereglers
und die Nutzung dieses Werkzeuges im Unterricht wird im
nachsten Abschnitt beschrieben.

Von der Sekantensteigung zur Tangenten-
steigung

In Abb.4 wird die Einrichtung des Schiebereglers illustriert. Es
ist wiederum die Normalparabel mit dem Punkt P1(1|1) und
zusatzlich der Punkt (1|0) auf der x-Achse dargestellt.
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Abb.4: Einrichten eines Schiebereglers auf der x-Achse

Von diesem Punkt aus wird auf der x-Achse eine Strecke mit
dem Endpunkt Q gezeichnet. Auf dieser Strecke wird an be-
liebiger Stelle (aber nicht auf einer der Skalenmarkierungen)
ein weiterer Punkt eingetragen, der sich zwischen den End-
punkten der Strecke verschieben lasst. Er wird nun mit dem
Parabelpunkt Px verknupft, indem die Senkrechte bzgl. der x-
Achse durch diesen Punkt konstruiert und deren Schnittpunkt
mit der Parabel gezeichnet wird.

Der Punkt auf der x-Achse kann zwischen den Endpunkten
der Strecke mit der Greifhand verschoben werden. Mit diesem
Schieberegler besteht nun die Mdglichkeit Px auf den Punkt
P1 zu ziehen. Die Einrichtung des Schiebereglers kann von
den Schilerinnen und Schiilern selbst vorgenommen werden
oder eine vorbereitete tns-Datei kann auf die Rechner uber-
tragen werden.
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Abb.5: Ziehen von Px auf P1

Es ist nun noch erforderlich, die Steigung der Sekante zu
bestimmen. Dazu wird der Term fiir die Steigung zunéchst als
Text eingegeben. Nach Aufruf des Befehls Berechnen wird
nach dem Wert von x gefragt. Wenn man den Zeiger auf die x-
Koordinate von Px fiihrt, so wird diese in den Term fiir x ein-
gesetzt und der Wert der Steigung angezeigt. In Abb. 5 ist der
Schieber ganz nach links gezogen worden, so dass P1=Px
gilt. Nun steht wie zu erwarten ist als Ergebnis hinter dem
Differenzenquotienten undef, wodurch - wie gewiinscht - an-
gezeigt wird, dass der Term fir x=1 nicht berechnet werden
kann.

Jetzt kann das Verhalten der Sekantensteigung in der Nahe
des Punktes P1 genauer untersucht werden. VergréRert man
die Umgebung von P1 durch Zoomen (Abb.6) und nahert man
sich mit Px soweit wie mdglich an, so sind Parabel und Sekan-
te in der Nahe von P1 nicht mehr zu unterscheiden. Die Se-
kante ist schon fast zur Tangente geworden und ihre Steigung
nahert sich bei der Annadherung immer mehr dem Wert 2.
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Abb.6: Anndherung von Px an P1

Die Schilerinnen und Schiiler kénnen diese Untersuchungen
nun selbstandig weiterfihren, d.h. weitere Annaherungen
ausflhren und Vermutungen dartber formulieren, wie die
Steigung der Tangente sinnvoll zu definieren ist. Diese Uber-
legungen kénnen auch unterstutzt werden, indem die Schiile-
rinnen und Schiler mit Tabellen arbeiten, in denen die Ab-

aus: Tl Nachrichten 1/11

Seite 2/ 3





Von der Sekantensteigung zur Tangentensteigung

stdnde der Punkte und die daraus jeweils resultierende Stei-
gung aufgelistet werden. So kénnen die Schulerinnen und
Schiler Gber unterschiedliche Zugange - grafisch / anschau-
lich oder tabellarisch - zum Grenzwertbegriff hingefiihrt wer-
den. Je nach Lerngruppe wird sich dann das weitere Vorge-
hen erheblich unterscheiden. Bei der Einfiihrung in die Diffe-
rentialrechnung wird man sich ggf. mit einer propadeutischen
Einfihrung in den Grenzwertbegriff zufriedengeben; in einem
Leistungskurs wird hiermit zum exakten Arbeiten mit Grenz-
werten herausgefordert.
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Abb.7: Sekantensteigung als Funktion von h=1-x

Im Mathematikunterricht wird der Differenzenquotienten haufig
in der Form
f(x) - 1(x,) _ f(x, +h)—f(x,)
X=X, h

mit x =X, +h

betrachtet. Der Wert der neuen Variable h Iasst sich, wie man
in Abb.7 sieht, als Streckenldange auf der x-Achse zeigen.
Damit werden dann Untersuchungen zu h—0 mit h>0
durchgefiihrt, die zu den gleichen Ergebnissen flihren, wie
zuvor die zu x — 1.
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Abb.8: Intervallschachtelung fiir die Tangentensteigung m

Der Vorteil der Einfiihrung der Variablen h liegt darin, dass
man auch die Annaherung von links an P1 einfach durchfiih-
ren kann. Es ist nur h durch -h zu ersetzen. Der zugehérige
Punkt auf der Parabel hat somit die Koordinaten (1-h|(1-h)?).
Dieser Punkt und die zugehorige Sekante sind in Abb.8 zu-
satzlich konstruiert worden. Mit dem Schieberegler kann nun
eine Intervallschachtelung fir die Steigung der Tangente im
Punkt P1 durchgefiihrt werden.
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Abb. 9: Schachtelung in der Umgebung des Punktes P1

In Abb.9 ist eine Umgebung des Punktes P1 dargestellt. Bei
dieser VergroRBerung des Ausschnittes ist kein Unterschied
mehr zwischen der Parabel und den beiden Sekanten zu
erkennen, deren Steigungen sich nur noch um 2/1000 unter-
scheiden. Die Schilerinnen und Schiler kénnen hieraus fol-
gern, dass sich die Tangentensteigung zwar nicht aus den
Sekantensteigungen berechnen, sich wohl aber beliebig ge-
nau annahern bzw. einschachteln lasst.

Anmerkung
Die tns-Datei kann zusammen mit diesem Artikel aus der
Materialdatenbank heruntergeladen werden.
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