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Vorwort

Hinweise zum Einsatz eines graphikfahigen Taschenrechners
(GTR) in der schriftlichen Abiturprifung

Die Vorgaben des Landes Nordrhein-Westfalen fiir die Schriftlichen Prifungen im Abitur in
der Gymnasialen Oberstufe enthalten hinsichtlich der Hilfsmittel folgende Alternativen:

- wissenschaftlicher Taschenrechner (ohne oder mit Graphikfahigkeit) oder

- CAS (Computeralgebrasystem).

Formal gesehen, wird also ein Taschenrechner mit Graphikfahigkeit anderen
wissenschaftlichen Taschenrechnern gleichgestellt, oowohl der GTR eine ungleich
gréBere Vielfalt hinsichtlich der Einsatzmdglichkeiten bietet. Die vorliegende Schrift soll
dazu beitragen, dies am Beispiel des T1-82 STATS zu verdeutlichen.

Auch wenn sich nicht jede Aufgabenstellung im Einzelnen mithilfe des GTR so bearbeiten
lasst, wie dies in der Aufgabenstellung verlangt ist (vor allem, wenn ausdrticklich formale
algebraische Umformungen gefordert werden), so kann der GTR den Abiturientinnen und
Abiturienten wertvolle Hinweise zur L6sung oder zur Uberprifung einer formal
gerechneten Lésung geben.

Anhand von drei Abituraufgaben aus den Zentralen Prifungen der Schriftlichen Abitur-
prufungen des Jahrs 2009 soll dies im Folgenden verdeutlicht werden.

Unter anderem wird gezeigt, wie man mithilfe des GTR

> in der Analysis

- einzelne Funktionswerte oder ganze Wertetabellen mit beliebiger Schrittweite
bestimmt,

- Nullstellen, Extremstellen, Wendestellen und ggf. Schnittstellen von Graphen
bestimmt,

- Symmetrieeigenschaften von Graphen tberpruft,

- den Globalverlauf eines Graphen sowie das Verhalten an den Randern der
Definitionsmenge untersucht,

- auch die Graphen der Ableitungsfunktionen (durch numerisches Differenzieren) sowie
von Stammfunktionen (durch numerisches Integrieren) betrachten kann,

> in der Geometrie (Alternative: Ubergangsmatrizen)

- mit Matrizen rechnet: Matrizen-Multiplikation, Matrix-Potenzen, inverse Matrix und
damit im Zusammenhang mit Ubergangsmatrizen

- die Zustandsvektoren fir zuklnftige oder zurlickliegende Zustande bestimmt,
- den Fixvektor einer Ubergangsmatrix ermittelt,
- lineare Gleichungssysteme lost,



» in der Stochastik (Alternative: Schatzen)

- einzelne Wahrscheinlichkeiten oder Intervall-Wahrscheinlichkeiten von
binomialverteilten Zufallsgré Ben mit beliebiger Erfolgswahrscheinlichkeit und beliebiger
Stufenzahl berechnet,

- Erwartungswerte von Wahrscheinlichkeitsverteilungen bestimmt,

- Ungleichungen zur Bestimmung des Mindestumfangs von Stichproben oder von
Konfidenzintervallen I16st.

Die verschiedenen Optionen des GTR bieten eine Vielfalt an Mdglichkeiten, auch andere
Anforderungen, die in den vorgestellten Beispielen nicht angesprochen werden,
anschaulich und ohne groBen Aufwand zu erfillen.

Darlber hinaus wird an der Bearbeitung der drei Abituraufgaben exemplarisch deutlich,
dass manche Verstandnisprobleme und rechnerische Schwierigkeiten, die Gblicherweise
im Mathematikunterricht ohne GTR auftreten, durch den Einsatz des graphikfahigen
Taschenrechners reduziert, wenn nicht sogar aufgehoben werden kdnnen.

Insbesondere lasst sich der Unterricht deutlich praxisbetonter als bisher gestalten, da man
sich in den Aufgabenstellungen beispielsweise nicht mehr auf ganzzahlige Resultate oder
auf Funktionsterme beschranken muss, die algebraisch leicht umzuformen sind.
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Zentralabitur NRW 2009 Analysis Grundkurs

Beispiele zum Einsatz des graphikfahigen Taschenrechners Heinz Klaus Strick
. . . Lot
Eine Funktion f ist gegeben durch
.

f(x)=2x-¢*", xe R.
05T

Der Graph von f ist in der neben-

stehenden Abbildung 1 dargestellt. X

-1.0 0.5 0.5 1.0

05T

Abbildung 1

| Aufgabenstellung Teilaufgabe a)

a) (1) Weisen Sie nach, dass der Graph von f punktsymmetrisch zum Ursprung ist, und

untersuchen Sie sein Unendlichkeitsverhalten.

(2) Bestimmen Sie fiir den Graphen von  die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

und die Extrempunkte.

(3) Begriinden Sie ohne weitere Rechnung, dass der Graph von f drei Wendepunkte
besitzt. (26 Punkte)

2

[Zur Kontrolle: f(x)= (2 — 16)(2) e ]

| Anforderungsprofil Teilaufgabe a)

1 [(1) weist die Punktsymmetrie zum Ursprung nach. 3 (II)
2 | (1) untersucht das Unendlichkeitsverhalten. 4 (11)
3 |(2) berechnet die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen. 2 (D)
4 1(2) berechnet die Ableitung. 3(D)
5 |(2) berechnet mogliche Extremstellen mit Hilfe des notwendigen Kriteriums. 3 (D)
6 |(2) bestimmt die Extrempunkte. 7 (II)
7 | (3) begriindet die Existenz von drei Wendepunkten. 4 (1)

| Modellldsung Teilaufgabe a) (1)

(1) Der Graph von f ist punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung, denn fiir alle x € R

gilt: [(-x) =2(=x)- ¢ =—2x-e ™ =~[(x).

. . ) 2Xx . . -
Mit  lim f(x)= lim —==0 istdie x-Achse Asymptote des Graphen,
X — oo X = teoe”

da der Nenner flir x — too unbeschrankt wachst.

© Texas Instruments 2010 5



Analysis Grundkurs Zentralabitur NRW 2009

Heinz Klaus Strick Beispiele zum Einsatz des graphikfahigen Taschenrechners
| Einsatz des GTR
Man kann den Graphen im gleichen Fenster wie in der Aufgabenstellung darstellen:
Flotl Flotz Flots WIHDOL [
S = e it St Anin=-1.5
~We=N Anax=1.5
~hr= Ascl=05
~hy= Ymin=-. 5 o
~Ne= Yrax=1
wME= Wecl=,. 3 _MMRRJ;
S Ares=] .

Um die Punktsymmetrie zu Uberprifen, kann man den Graphen von y, = -f(-x) zeichnen
und die Wertetabelle sowie den Graphen betrachten: Die Funktionswerte beider
Funktionen stimmen Uberein; die Graphen sind deckungsgleich (die Graphen liegen
Ubereinander, sodass man keinen Unterschied erkennen kann):

E}ﬁtaiz:f{?-atzhf-:batj:x:z . " Y4 Yz

' o= - -1E-1%| -1E-

HEE iy T -k E || EEF

wz= tith -5"3355 6.0355

“My= i 0Z6EE3 | 03663 | L
e= z yEE-? | W.EE-7

W g = 3 1E-18 | 1E-18 _-\\__,-}I
wMe= “=H -

Das Verhalten im Unendlichen kann an der Wertetabelle abgelesen werden: Flir x =7
erhalt man den Funktionswert f(7) =~ 1 - 108, fiir x = 8 kann er vom GTR nicht mehr
angezeigt werden, d. h. f(8) < 10™°.

Das in der Modelllésung angegebene Argument, dass der Nenner unbeschrankt wachst,
gilt auch fir den Zahler. Wesentlich ist das Argument, dass die Funktionswerte der
Exponentialfunktion im Nenner starker wachsen als die der linearen Funktion im Zahler.

Flr x — -0 wird die Symmetrieeigenschaft verwendet.

H Y4
1E -1E
1E-27
HE =143

=z

I.I

;

? | diate
;| 0

) 0

1

Y1=1.8375147E 54

| Modellldsung Teilaufgabe a) (2)

(2) Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen:
[(x)=0& 2x- e =0 2x=0 x= 0, da e™ %0 fiiralle x e R. N(0]0) = Sy
Bestimmung der Extrempunkte:

Fx)=2-¢e" +2x- (=8x)- ™ = (2 - 16x2) .e™ (Produkt-, Kettenregel)

6 © Texas Instruments 2010



Zentralabitur NRW 2009 Analysis Grundkurs

Beispiele zum Einsatz des graphikfahigen Taschenrechners Heinz Klaus Strick

Die notwendige Bedingung f(x) =0 < (2 — 16X2) e =0 x= J_rTz liefert zwei
mogliche Extremstellen.

V2

Mit f'(xe) = 0 A Vorzeichenwechsel (—/+) der 1. Ableitung an der Stelle x_, =—

oder f'(x.) =0 A " (xe) # 0 mit f"(x)= (—48x + 128x3) e konkret
f”{—%} =8-+/2-¢ 7 >0, folgt: An der Stelle X, = —%Hegt ein lokales

2 2 2
Minimum mit f[—%} = —g e ? =-0,43 vor.

2

Der Graph besitzt den relativen Tiefpunkt T(—T

Wegen der Punktsymmetrie zum Ursprung liegt folglich ein relativer Hochpunkt bei

42

| Einsatz des GTR

Der Schnittpunkt mit den Koordinatenachsen muss wegen der Punktsymmetrie der
Ursprung sein. Dass der Ursprung zum Graphen gehdrt, erkennt man am Funktionsterm
und der Wertetabelle. Dass dies der einzige Schnittpunkt auf der x-Achse ist, erkennt man
am Verlauf des Graphen und am Monotonieverhalten. Hierflr kann man zusatzlich den
Graphen der numerisch bestimmten Ableitungsfunktion zeichnen lassen; auch der Graph
der Ableitungsfunktion hat die x-Achse als Asymptote (vgl. Wertetabelle von ys), d. h. der
Graph von fist fir x — +o0 streng monoton fallend mit einer Steigung, die gegen null geht
(analog spiegelbildlich flr x — -c0).

Flatl Flotz Flot: WIHOO

R = Vet -l M ammin=-1.

~MrBrderiwihy . = amax=1.5

A Ascl=.5

~ =l Ymin=-Z2.5

~y= Ymax=2.5

wWe= VYeol=.5

~MWE= ares=1
Y4 Yz

z 4EE-? | “PE-E

E; 1E-15 | -ZE -1

g 1E-27 | -UE-Z&

g YE-4% | -1E-u1

E | | 2

g : ik

Yz=H
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Analysis Grundkurs Zentralabitur NRW 2009

Heinz Klaus Strick Beispiele zum Einsatz des graphikfahigen Taschenrechners

Dass der Graph von fim Intervall ] 0 ; 1 [ einen Hochpunkt hat, lasst sich mithilfe der
maximum-Funktion der Option Calculate herausfinden: Der GTR findet einen Hochpunkt
mit den Koordinaten (0,35355215 | 0,42888194).

Aus der Punktsymmetrie folgt, dass f auch einen Tiefpunkt hat bei
(-0,35355215 | -0,42888194).

Yi=eibe ™ -YRal V1= "-IH-'-.‘_:I
LFk E:-:-un-:l?‘)'III Ridht Eound? Haximum.
n=dereEREF V= 2xBeheze  |R=.E0ezBEBB IY=.2PBesee | A= 2EZEREAE 1YY= 4cBEE19Y

Alternatives Vorgehen mithilfe der zero-Funktion angewandt auf die numerische
Ableitungsfunktion: Man erkennt, dass der Graph der Ableitungsfunktion links von der
Nullstelle positive Werte hat (der Graph von f also streng monoton steigt) und rechts von
der Nullstelle negative Werte (der Graph von f also streng monoton féllt), oder anders
ausgedrickt: Die Ableitungsfunktion hat an der Stelle x = 0,35355386 einen VZW von +
nach -, d. h. dort liegt ein lokaler Hochpunkt vor.

YE=nDeriviY sl YEnDeriviY sl

LeftEoundt | FidhtEound? | 2 [
W= 1914B82E [y=1.zzower? |H=yysBE0BEi [v=-EzrzEuvz  |H=.zozeez@e [v=o

Gibt man den berechneten x-Wert in den Funktionsterm ein, dann erhalt man den
zugehdorigen Funktionswert an dieser Stelle:

V0. 35325386)
4255519423

Der lokale Hochpunkt ist wegen des Monotonieverhaltens und des Verhaltens im
Unendlichen auch ein absoluter Hochpunkt des Graphen.

| Modellldsung Teilaufgabe a) (3)

(3) Existenz von drei Wendepunkten:
Der (stetige) Graph von f besitzt drei Wendepunkte, denn:
¢ zwischen Minimum und Maximum muss der Graph sein Kriimmungsverhalten dndern
bzw. ein zu O(0/0) punktsymmetrischer Graph muss einen Wendepunkt im Ursprung

besitzen,

8 © Texas Instruments 2010



Zentralabitur NRW 2009 Analysis Grundkurs

Beispiele zum Einsatz des graphikfahigen Taschenrechners Heinz Klaus Strick

¢ fiir x — $oo ist die x-Achse Asymptote des Graphen; der Graph muss vor bzw. nach
dem Extremum das Kriimmungsverhalten dndern, da er die x-Achse nicht noch

einmal schneidet.

Einsatz des GTR

Die Argumentation in der Modellldsung kann noch durch Betrachten des Graphen der
numerischen Ableitungsfunktion erganzt werden: An diesem Graphen erkennt man zwei
Tiefpunkte (Krimmungswechsel von einer Links- zu einer Rechtskurve) und einen
Hochpunkt (Krimmungswechsel von einer Rechts- zu einer Linkskurve) — die
Extrempunkte der 1. Ableitung sind Wendepunkte des Graphen von f.

Zusatz: Die Koordinaten der Wendepunkte lassen sich ohne groBen Aufwand bestimmen.

Die numerische Ableitungsfunktion hat einen Hochpunkt an der Stelle x = 0 sowie zwei
Tiefpunkte, deren x-Koordinate man mithilfe der Option Minimum bestimmen kann:

YE=nDeriviaiand '|'E=n[l-2Fi'.'lI'|'1.-H.-H:l._

LeftEound? | FidhtEound? | Hinimumm [
W= YYEBAOBREL [Y=-EzrzEuz  |H=.B207B723 [v=-ctryodzo  |¥=.6izZPz0r [v=-.B092E51i71

Setzt man den x-Wert des rechts liegenden Minimums der numerischen
Ableitungsfunktion in den Funktionsterm ein, so erhélt man die Koordinaten des
betreffenden Wendepunkts: i
(0,61237303 | 0,2732769889) — dass dies ein Wendepunkt ist, Iasst sich mit der Anderung
des Monotonieverhaltens der Ableitungsfunktion begriinden.

Man kann mithilfe des GTR auch numerisch die zweite Ableitungsfunktion und deren
Nullstellen bestimmen und erhalt wieder die Korrdinaten des Wendepunkits:

Flatl Flotz Flot: WIHOOW
R = Vet -l M mmin=-1.5
g?zEnDer1ui¥1:H: amax=1.5

_ Ascl=.5
~MrAnberivchzax. | Ymin=-9
o Ymax=4
~y= Yecl=1
wMe= mres=]

YEenberiviY e nall '|'3=n[ltr'i'.'l2'|'2.-H.-H:I._ '|'3=n[ltr'i'.'l2'|'2.-H.-H:I._

: Ridht Eound™ Ridht Eound™
L1ogzEE:  IY= - eEiE0l W= f0zizdes V=1 NFEEEEE | Ref0zizfee 1V=1.47EEZBEE

© Texas Instruments 2010 9
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Zentralabitur NRW 2009

Beispiele zum Einsatz des graphikféhigen Taschenrechners

| Aufgabenstellung Teilaufgabe b)

b) Die Punkte O(0|0), P(u|0)

und Q(u|f(u)), u>0, legen
ein rechtwinkliges Dreteck
OPQ fest

(siche Abbildung 2).

Ermitteln Sie den Wert von u,

f(x)

Q

fiir den der Fldcheninhalt des O
Dreiecks OPQ maximal ist.
Berechnen Sie diesen maxi-

malen Fldcheninhalt.

[Zur Kontrolle: A(u) =1 e ]

Abbildung 2

(12 Punkte)

| Anforderungsprofil Teilaufgabe b)

Anforderungen

maximal
erreichbare

Der Priifling

Punktzahl
(AFB)

bestimmt einen Zielfunktionsterm.

3 (ID)

bestimmit die lokale Maximalstelle.

5 (1)

berechnet den maximalen Flicheninhalt.

2(I)

A lWIN] -

zeigt durch Untersuchung der Randbedingungen, dass das Maximum auch global ist. | 2 (II)

| Modellldsung Teilaufgabe b)

Allgemein gilt fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks: A(g,h)= QT

-h

Fiir das beschriebene Dreieck gilt konkret: g=u; h=f(u)=2u- e | u>0; daraus ergibt

sich die Zielfunktion A mit A(u)=u"-e”

A'(u) = (2u -8’ ) e

Bestimmung des Maximums:

“ u>0,und der Ableitung

Die notwendige Bedingung A'(t)=0 < 2u—8u’ =0 @ u=0vu=0,5vu=-0,5 liefert

als mogliche Extremstelle u=0,5,da u>0.

A"(u) =(2-400" +64u )-e™ . Aus A’(0,5)=0AA"(0,5)=—4-¢™ <0 folgt:

10

© Texas Instruments 2010



Zentralabitur NRW 2009 Analysis Grundkurs

Beispiele zum Einsatz des graphikfahigen Taschenrechners Heinz Klaus Strick

An der Stelle u=0,5 hat die Funktion A das lokale Maximum A(0,5)=0,25-¢™ =0,09.
Uberpriifung von A am Rand des Definitionsbereiches:
Fiir u — 0 und fiir u — e gilt A(u) — 0. Daher ist das lokale Maximum A(0,5) auch

globales Maximum.

Das rechtwinklige Dreieck hat also fiir u=0,5 den gréliten Flacheninhalt. Dieser betragt

0,25-¢™ FE.

| Einsatz des GTR

Die Flacheninhaltsfunktion des rechtwinkligen Dreiecks wird als neue Funktion als
Funktionsterm y, eingegeben. Man erkennt an dem (unteren) Graphen, dass ungeféahr an
der Stelle x = 0,5 ein Maximum dieser Funktion vorliegt:

Flatl Flotz Flot: WIHOOW
M EZREe™ ] ~4EE D amiln=H
~NeBL DY EE amax=1.5
wNe= AsCl=.5
Wy= Ymin=A
wWe= Ymax=.5
wWE= VYecl=.5
Wz mres=]1

Der Nachweis erfolgt Uber die Maximum-Option von Calculate
Y= DoV kN Y= DoV kN

Left Eofind T, Ridht Eound S Haximums .
= EZOFEFE _7=.0BiE7YB . |HS.6F0E1ERF _T=.07Yy0zz1 , |4=.49889808 _T= 00195986 .

oder mithilfe der zero-Option der numerischen Ableitungsfunktion von y,:

Flakl Flatz Flotbs W T HOOL
w1 B2ake ™ —dKE amiln=H
el Dkl Anax=1.5
~WrEnberivcYza . | Bscl=.3
o Ymin=-.5
~u=l Ymax=.5
wWeE= VYecl=.5
~MWE= ares=1
NEEROCFIVCYZ R R T3=nn¢:i?f?2JHJHJ
LerkEound?™ Fidht Ecund™ e
M= 3OEO0ZEI7 Y=.AEZNO0EEY  |H=.B06ZHEZOE Y=-.1311747  |H=So0000zz Y=o

© Texas Instruments 2010 11



Analysis Grundkurs Zentralabitur NRW 2009

Heinz Klaus Strick Beispiele zum Einsatz des graphikfahigen Taschenrechners

Der Maximalwert der Funktion y, an der Stelle x = 0,5 errechnet sich zu ungeféhr 0,09:

Mel.32
- B919692603

Dass hier ein lokales Maximum vorliegt, ist am Verlauf der Ableitungsfunktion ablesbar
(Vorzeichenwechsel von + nach -). Dass es sich dabei um ein absolutes Maximum
handelt, ergibt sich aus dem Verhalten fir x — 0 und dem Monotonieverhalten flr 0 < x <
0,5 (die Ableitungsfunktion yz hat positive Werte) sowie flr x — 400 und dem
Monotonieverhalten flr x > 0,5 (die Ableitungsfunktion y; hat negative Werte).

| Aufgabenstellung Teilaufgabe c)

: , 1 e . , :
c) Zeigen Sie, dass durch F(x)= 7 e eine Stammfunktion von [ gegeben ist.

Berechnen Sie den Inhalt der Fldiche, die der Graph von f mit der x-Achse im Intervall
[0;2] einschlieBSt.

Begriinden Sie, dass sich der Inhalt der Fldche, die der Graph von f mit der x-Achse im
Intervall [0;k] einschliefSt, fiir immer groBer werdende ke IR* dem Wert 0,25 FE beliebig
anndhert. (12 Punkte)

| Anforderungsprofil Teilaufgabe c)

Anforderungen A
Punktzahl

Der Priifling (AFB)

1 |zeigt, dass durch F(x) eine Stammfunktion von f gegeben ist. 3 (II)

2 | berechnet den Flacheninhalt. 5(D)
3 | begriindet, dass sich der Flacheninhalt dem Wert 0,25 FE beliebig anndhert. 4 (111)

| Modellldsung Teilaufgabe c)

X

1 e ., . o . 4
Durch F(x)= e e ist eine Stammfunktion von f(x)=2x-e¢™* gegeben, wenn

F'(x)=f(x) gilt

Mit Kettenregel folgt: F'(x):—%-(—Bx)-e_“j =2x-e™* =f(x).

12 © Texas Instruments 2010
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Analysis Grundkurs
Heinz Klaus Strick

Bestimmung der Flache zwischen dem Graphen und der x-Achse im Intervall [0;2]:

2 2
2 1 2
A=|f(x)dx=|2x-e™*dx=| - | =
o= oL
Bestimmung der Flichen zwischen dem Graphen und der x-Achse im Intervall [0;k] (k > 0):

Fiir immer grofSer werdende ke R™ gilt —%-e

A= ;ff(x)dx = 1?(2)( e )dx = [_i.eﬂz}

2

0

k

0

1

—-e

4

-4k

1

—-e

4

6,11

4 4

" 0 und deshalb

| Einsatz des GTR

Der Nachweis, dass F(x) eine Stammfunktion fur f(x) ist, kann auch mithilfe der
numerischen Ableitung von F(x) erfolgen: Man gibt F(x) als ys ein und deren numerische
Ableitung als y,. Man stellt fest: Der Graph von y; und y» stimmen Uberein — vergleiche
auch die Wertetabelle (damit man die Wertetabellen vergleichen kann, musste bei der
Reihenfolge von y, und y3 bertcksichtigt werden.

Die Bestimmung der MaBzahl der Flache kann mithilfe der numerischen Integralfunktion

Flatl Flotz Flot: WIHOOW
N BEZEEe ™ 4 HED mmin=-1.5
~MrBrlderivchz.x. | amax=1.5
o mecl=.5
wWrB oL 29%ke ™) —dReE | Ymin=-.5
2 Ymax=.5
~u=l VYecl=.5
wWe= ares=1 |

i Y4 Yz

ECE| -iE-ic| -1E-1ic

-z -CE-F | -EE-F

-1 - 0266 | ~.0366

] 0 0]

i 066 | 0266

z YEE-7 | 4.EE-7F

3 1E-1E | 1E-1C

=-3

erfolgen: Man erkennt, dass der Graph dieser Funktion fiir x > 2 praktisch konstant gleich
0,25 ist (in der Wertetabelle selbst wird bereits fir x = 2 der Funktionswert 0,25 angezeigt;

klickt man auf diesen Wert, dann erkennt man, dass es sich um die aufgerundete Zahl

0,24999997.. handelt).

Flakl Flotz Flotz WIHOOL i

w1 R2EEe ™ ~d e amiln=H
w~WeBfrnInt Y. 5.8 | BAmax=2

2 A Ascl=05 .
wWr= Ymin=-.

wy= VYmax=.o

wWe= VYecl=.5

wWE= mres=1

© Texas Instruments 2010
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Zentralabitur NRW 2009

Beispiele zum Einsatz des graphikféhigen Taschenrechners

H Y4 Yz H Y4 Yz

E I::II3EE3 : E I::II3EE3 ﬂzu;uz

z y,EE-7 l&lﬁ z YEE-? |

g 1E-1% | 2% g 1E-1%

iy iE-z? | .2E iy iE-z7 | .2t

3 YE-y4% | 2% 3 YE-y4% | 2%

B :E-6z | .2E B :E-6z | .2E
Ve=.24999997 1365 |Mez=.25

Wenn man die angegebene Stammfunktion als Funktionsterm in den GTR eingibt, dann
findet man die gleichen Funktionswerte, wenn man geman Hauptsatz der Differenzial- und

Integralrechnung F(x) — F(0) berechnet (flir x = 2 bzw. gr6Bere Werte von Xx):

Flakl Flakz Flotz w 11 1= w 11 1=
WNWUE L 25%e ™0 4 EE [Ty -ZE | o o -ZE | o

a1 i oG | susup i -00uE | EYEz

e B =Y (ED £ ZEE £ ZEE

= 3 BE-17| .z& 3 BE 17

~Nz=l y -yg-zo| ZE y -yg-zo| zE

Ay = c -gf -4 | FE c -gf -4 | FE

M= B -?E-GH| 2B B -?E-GH| 2B

~MNME= Ve=.24999997 1866 |VMe=. 25
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Beispiele zum Einsatz des graphikfahigen Taschenrechners Heinz Klaus Strick

Eine Autovermietungstirma hat vier Standorte: Berlin (B), Kdéln (K), Hamburg (H) und
Dortmund (D) und verfiigt insgesamt iiber 588 Mietfahrzeuge.
Kunden kénnen Autos in einer der vier Stadte mieten und in einer anderen der vier Stadte
wieder abgeben. Statistische Erhebungen jeweils freitags abends haben ergeben, dass die
Firma mit einer wochentlichen Verteilung der Mietwagen rechnen kann, die in folgender
Ubergangsmatrix dargestellt ist:

08 0 02 O

01 05 03 04

01 0,1 04 0

0 04 01 06

| Aufgabenstellung Teilaufgabe a)

Bestimmen Sie die Werte von r, s und t im Ubergangsdiagramm und begriinden Sie Ihre

Losung.
0,8 (\ 0,5
B
0,1
H
0,4 0,6

Erklédren Sie am Ubergangsdiagramm, wieso die Summe der Fintrdige in jeder Spalte

der Ubergangsmatrix immer 1 sein muss. (10 Punkte)

| Anforderungsprofil Teilaufgabe a)

1 |bestimmt r, s und t. 3 (1I)
2 |begriindet die Losung. 3 (1)
3 |erklart, warum die Spaltensumme immer 1 betragt. 4 (1II)

© Texas Instruments 2010 15
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Heinz Klaus Strick Beispiele zum Einsatz des graphikféhigen Taschenrechners

| Modellldsung Teilaufgabe a)

Vergleicht man Ubergangsdiagramm und Matrix, so gilt:
r=03 ; s=0,1 ; t=0,1.
Begriindung:
Aus der Graphik folgt, dass die Matrix A wie folgt gelesen werden muss:
Von: B K H D
Nach:
B (0,8 0 0,2 0
K |01 05 0,3 0,4
H {01 01 0,4 0
D 0 0,4 0,1 0,6
Die Spaltensummen miissen 1 ergeben, da es sich jeweils um eine Summe von Anteilen
handelt, die jeweils eine Gesamtheit von Fahrzeugen (100 %) an den einzelnen Standorten

ergeben miissen. (Andere Erkldarungen sind hier vorstellbar.)

| Einsatz des GTR |

Die Koeffizienten der 4 x 4 - Ubergangsmatrix werden Giber den Edit-Befehl des Matrix-
MenUs zeilenweise eingegeben. Die Matrix steht jetzt unter dem Namen [A] zur Verfligung

MATRIX[A] 4 =4 MATH EDIT
_ 0 Z 0 ] G4
- E y ] 35 EE}
== [E]
&: [F1
Ya4=,5 - [E]

| Aufgabenstellung Teilaufgabe b) |

Am 17. April 2009 befanden sich in Berlin 250 Fahrzeuge, in K6Iln 84, in Hamburg 120
und in Dormund 134.

Berechnen Sie die Verteilung der Mietfahrzeuge in den beiden folgenden Wochen, unter

der Annahme, dass die Firma die Verteilung auf die einzelnen Standorte nicht zusdtzlich

beeinflusst. (8 Punkte)

| Anforderungsprofil Teilaufgabe b) |
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1 [berechnet die Verteilung der 1. Folgewoche.

4 (I)

2 | berechnet die Verteilung der 2. Folgewoche.

4 (I)

| Modellldsung Teilaufgabe b)

o

W

01 01 04 0 || 81 70,

0,8 0 02 0 250 224 224
01 05 03 04| 84 156,6 157
01 01 04 O 1120 81,4 81
0 04 01 06) 134 126 126

0,6 0 0,2 0 224 195,4 195
0,1 0,5 0,3 0,4]]157 175,6 176

5
0 0,4 0,1 0,6)1(126 146,5 146

195 |

147 ) |

Beim Runden ist darauf zu achten, dass die Sumime 588 betragt.

Einsatz des GTR

Der Zustandsvektor des Systems wird unter dem Namen [B] als 4x1-Matrix eingegeben.
Nach Ruckkehr auf die Rechenebene werden die Names von [A] und [B] aus dem Matrix-
MenU aufgerufen und miteinander multipliziert — man erhalt den Zustandsvektor der
darauffolgenden Woche. Man kann diesen Vektor als 4x1-Matrix unter dem Namen [C]
abspeichern und diese Matrix erneut mit der Matrix [A] multiplizieren, um den Zustands-
vektor nach 14 Tagen zu erhalten, oder man multipliziert das Produkt [A] - [B] noch einmal
mit [A] oder man berechnet direkt die Matrixpotenz [A]?2 und multipliziert diese mit [B].

METRIZIE] & =1 |[IRl+*[E] [21.4 1
[ ZEn0 1 [[22 [12& 11
Efé-_a_ ] E:ﬁ Ans= 1L [[224 1]
: ! [17 ] [156. 6]
] [51.4 ]
[176 11
y>1=134
[R1+LC] CIEAGIEL [R1z*E]
[[195. 48] [[13 [[195. 48]
[175.52] [17 [175.52]
[7E. 62 ] [TE [7E. 62 ]
. [14E. 3811 [14 ] . [14E. 3811

| Aufgabenstellung Teilaufgabe c)

© Texas Instruments 2010
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Heinz Klaus Strick Beispiele zum Einsatz des graphikféhigen Taschenrechners

Zu einem bestimmten Zeitpunkt stehen in Berlin 48 Fahrzeuge, in Kéln 240, in
Hamburg 48 und in Dormund 252.
Berechnen Sie die Verteilung der Mietfahrzeuge in der folgenden Woche und inter-

pretieren Sie die Bedeutung des Ergebnisses im Sachzusammenhang. (10 Punkte)

| Anforderungsprofil Teilaufgabe c)

1 [zeigt, dass sich die Verteilung nicht dndert. 4 (1)

2 |interpretiert diese Fixvektoreigenschaft im Sachzusammenhang. 6 (1)

| Modellldsung Teilaufgabe c)

08 0 02 0 48 48
01 05 03 0,4] 240 240

o)

01 01 04 0 || 48 48
0 04 01 06)1252) |252

Interpretation: Die Verteilung dndert sich in der folgenden Waoche nicht. Verteilt man die
Fahrzeuge so auf die Standorte, bleibt die Verteilung immer erhalten, wenn

die Ubergangsbedingungen unverindert bleiben.

| Einsatz des GTR

Man gibt den Zustandsvektor aus der Aufgabenstellung unter dem Namen [D] ein und
stellt fest, dass sich der Zustand durch die Multiplikation nicht verandert.

MATRI=[O]1 4 *1 [A1+[0O]

[ 4B
[ 240

{ A

(I E S O N
NoaLC
[ B e

yai1=252

| Aufgabenstellung Teilaufgabe d)

Zu einem anderen Zeitpunkt stehen in Berlin 80 Fahrzeuge, in Kéln 226, in Hamburg 52

und in Dortmund 230.

Ermitteln Sie, wie viele Fahrzeuge eine Woche zuvor an den einzelnen Standorten

vorhanden waren. (13 Punkte)
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| Anforderungsprofil Teilaufgabe d)

1 [bestimmt ein LGS zu Losung der Fragestellung. 4 (11)
2 |ermittelt die eindeutige Losung des LGS. 6 (1I)
3 |gibt die Verteilung der Vorwoche an. 3 (D)

| Modellldsung Teilaufgabe d)

08 0 02 0 a 80 8a+2c =800

. ) ) 01 05 03 04| |b 226 a+5b+3c+4d=2260
Zu 10sen ist das LGS: - = =
01 01 04 O c 52 a+b+4c =520
0O 04 01 06)\{d 230 4b+c+6d=2300
c =400 —4a ¢ =400 —4a ¢ =400 —4a a= 86,75
—11a+5b+ 4d =1060 b=15a-1080 b=15a-1080 b=221725
& o &
—15a+b=-1080 64a+ 4d = 6460 d=1615-16a ¢ =53

—4a+4b+6d =1900 56a +6d =6220 —40a =-3470 d=227

In der Woche zuvor waren 87 Fahrzeuge in Berlin, 221 in Kéln, 53 in Hamburg und 227 in

Dortmund.

| Einsatz des GTR

Man kann den Zustandsvektor als 4x1-Matrix eingeben und mit der inversen Matrix von [A]
multiplizieren

MATRIALE] & =1 [A]-#*[E]
2 a 1221 35
[ ] [53 1]

ya»1=23H

oder man speichert die Matrix [A] unter dem Namen [F] ab, erweitert im Edit-Menu die
Dimension der Matrix in 4x5 ab, sodass man dann in der 5. Spalte die rechte Seite des
linearen Gleichungssystems erganzen kann; die Matrix [F] ist damit die erweiterte
Koeffizientenmatrix des Gleichungssytems.

[ATSIF1— " [FATRIKIFT 4 o [MATRIXIFT 4 %5
[C1 .5 -% 4] [id I Y B
N - - 5 N 3 SN S T i B ]
B .4 .1 .611 : A -] :

y»e=23H
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Das Gleichungssystem wird dann mithilfe des rref -Befehl der Math-Optionen des Matrix-
Mendis geldst.

HAMES a EOIT |
AT cumSum [
A: refr
et
P FOWSWaEt
O row+
E: o
F = #row+i

o L Lo L B
e T T L)1
e L Lol B
e Lol T ) |
I
FACNRI00
FACA T
-

-\'Hj

Die Erweiterung der Matrix [A] um die Spalte [E] zur Koeffizientenmatrix des linearen

Gleichungssystems kann auch mithilfe des augment-Befehls der Math-Optionen des
Matrix-MenUs erfolgen

audmentC [A] . [E]12
+[F]
[[.2 B .28 &

[.1 .5 .3 .4 2.
[.1 .1 .4 68 &
8 .4 .1 .6 2.

| Aufgabenstellung Teilaufgabe e)

0,082 0,082 0,082 0,082
0,408 0,408 0,408 0,408
0,082 0,082 0,082 0,082 |
0,428 0,428 0,428 0,428

Es gilt: A =

Interpretieren Sie die Bedeutung der Ergebnismatrix A> im Sachzusammenhang.
(9 Punkte)
| Anforderungsprofil Teilaufgabe e) |

1 |gibt an, dass A** aus identischen Spalten besteht. 3(D

2 | beurteilt die Konsequenzen dieses Matrixaufbaus im Sachzusammenhang. 6 (I11)

| Modellldsung Teilaufgabe €) |

Die Matrix A> besteht aus identischen Spalten (Niherung fiir die Grenzmatrix).
Damit lasst sich aus jeder Anfangsverteilung der Fahrzeuge auf die 4 Standorte direkt die
sich langfristig einstellende Verteilung der Fahrzeuge auf die 4 Standorte ermitteln. Es han-

delt sich um die in ¢) genannte Fixverteilung. Diese stellt sich damit bei jeder Anfangsver-

teilung bereits spatestens nach 52 Wochen (einem Jahr) ein.
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| Einsatz des GTR

Mithilfe des GTR kann man die Matrixpotenz ausrechnen; der Vergleich der Spalten der

Matrix erfolgt durch Scrollen. Man erkennt beispielsweise, dass sich die Koeffizienten der

2. Spalte von der in der 1. Spalte in der 4. Dezimalstelle unterscheiden.

EH]“SE

LB
FJ00E00
(I [RR T N

1
=
1
=

]
F20aCnE
FaCAR]
= akacn
R LY 0 [ W
e Ll W LY1

[

Lo =

H] ~32
9 .B21e286887..
S 4881849782
1 .B216321235.
¢ .F2B83V421VY.
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Heinz Klaus Strick Beispiele zum Einsatz des graphikfahigen Taschenrechners

Eine Schokoladenfabrik stellt Schokoriegel her. Um den Verkauf der Riegel zu férdern,
wird einem Teil der Produktion ein Werbegeschenk beigelegt, entsprechend dem Slogan

»In jedem siebten Riegel liegt ein Zauberspiegel*.

| Aufgabenstellung Teilaufgabe a)

Marion kauft 14 Riegel und 6ffnet sie nacheinander.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sie

(1) nur inden letzten beiden Riegeln je einen Zauberspiegel findet,
(2) in den 14 Riegeln insgesamt genau zwei Zauberspiegel findet,

(3) in den 14 Riegeln insgesamt mindestens zwei Zauberspiegel findet. (9 Punkte)

| Anforderungsprofil Teilaufgabe a)

1 [(1) berechnet P(nur in den letzten beiden Riegeln je ein Zauberspiegel). 3(D)
2 |(2) berechnet P(in den 14 Riegeln insgesamt genau zwei Zauberspiegel). 3()
3 | (3) berechnet P(in den 14 Riegeln insgesamt mindestens zwei Zauberspiegel). 3(D

| Modellldsung Teilaufgabe a)

(1) Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betrdgt:

W12 \2
1

6
P("erste 12 Riegel ohne, letzte beiden Riegel mit Spiegel™) = [7J (7J =0,0032=0,32%.

Die Zufallsgrofle X beschreibe die Anzahl der Riegel mit Zauberspiegel in der Stich-

. . L e 1
probe von 14 Riegeln. Dann ist X binomialverteilt mit n = 14 und p = =

(2) Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betrdgt:

14 1 2 6 12
P(X=2)= d=1-1=1 =0,2921=29,21%.
2 7 7

(3) Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betrdgt:

6 14 14 11 6 13 ) )
P(X22)=1-P(X 1) =1=|| | +| ||~ || 2| |=0,6149=61,49%.
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| Einsatz des GTR

Der GTR kann natlrlich auch als gewdhnlicher Taschenrechner benutzt werden.

L e R e, A R R
- BA3Z2A9337 4

Wahrscheinlichkeiten von binomialverteilten ZufallsgréBen lassen sich mithilfe der Befehle
binompdf (Einzel-Wahrscheinlichkeiten) bzw. binomedf (kumulierte Wahrscheinlichkeiten)

des Distr-Menis bestimmen.

DEAL

fotc | 2
H: binomedi s
binomcdf
tFoilssonFd

o
CiFolssoncdfr
0: deometerdf(
E: geomet.cdf

bi
22
|

romFdf C14. 147,

1-hb

ral
- 2EZEEVIASE .

1
2

romcdf C1d. 1.7
. 51435558037

| Aufgabenstellung Teilaufgabe b)

Ein Vater kauft fiir seine beiden Kinder Schokoriegel. Er erwirbt doppelt so viele Riegel,

wie er wenigstens brauchte, um mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 90 %

mindestens einen Zauberspiegel zu erhalten.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der er dann fiir jedes Kind mindestens einen

Zauberspiegel hat.

(10 Punkte)

| Anforderungsprofil Teilaufgabe b)

1 |ermittelt einen Ansatz zur Bestimmung des Stichprobenumfangs n. 4 (11)
2 |bestimmt den gesuchten Stichprobenumfang. 3 (1)
3 |ermittelt die gesuchte Wahrscheinlichkeit. 3 (1)

| Modellldsung Teilaufgabe b)

Man bestimmt zundchst die Anzahl der Riegel, die benotigt werden, damit sich mit mehr

als 90 % Wahrscheinlichkeit mindestens ein Zauberspiegel unter den gekauften befindet.

Die ZufallsgroRe X beschreibt die Anzahl der Zauberspiegel in der Stichprobe. Dann ist X

binomialverteilt mit p = - und unbekanntem n. Gesucht ist das minimale n, so dass gilt:

P(X=1)>0,9

© Texas Instruments 2010
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P(X=1)>0,9

©1-P(X=0)>0,9< -1—(%) >0,9 & n>log,(0,1) ~ 14,94

Man muss also mindestens 15 Riegel kaufen.

Der Vater kauft doppelt so viele, also 30 Riegel. Bezeichnet man die Anzahl der Zauber-

spiegel in der Stichprobe von 30 mit Y, so ist Y binomialverteilt (n = 30, p = > ) und die

gesuchte Wahrscheinlichkeit betragt:

P(X>2):1—P(X<1):1—[[g} +(30M1j [%} }0,9411=94,11%.

| Einsatz des GTR

Man kann die in der Modellldésung angegebene Umformung durchfiihren und die letzte
Ungleichung dann beispielsweise grafisch |I6sen. Dazu betrachtet man die Funktionen

y1 =1 —(6/7)"und y» = 0,9 und sucht die Stelle, an welcher der Graph von y; die Parallele
zur x-Achse, also den Graphen von y», schneidet:

Flatl Flotz Flot: WIHOOW
B -CEAT 2 mmin=a
~zB.9 amax=5H
wNe= AsSC1=50
Wy= Ymin=H
wWe= Ymax=1.1
wWE= Vecl=.1
Wz mres=]1

Diese Stelle kann mithilfe der Wertetabelle (table), der Trace-Option oder der intersect-
Option des Calculate-Menis ermitteln.

i ' Ve Y1=1-(6/70"H LFE]!!%I!}IIE
A bivare
) Hird = an)
1 Ber |8 Ziminimum
fmmm| S0ode | 3 42 ma i mum
16 aicii | .o intersect
17 azPey | o [ = ol ol
m=15 Meif . v=mo0@EzBE L [P s SECx o
Vi=1-6/70 R yz=.0 [
. e . e  g———
Firsk curys? Soecond curveT Inkerseckion
woii YE9ZEZ LY=.BzOBEZ0F L |Reii 4B9ZEz =8 L |HoiwB FizE LY=R

Eine andere Mdglichkeit besteht darin, den Wahrscheinlichkeitsterm als Funktion
einzugeben (mit variabler Stufenzahl x) und den geeigneten Funktionswert mithilfe der
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Wertetabelle ermitteln (der Unterschied ist nur, dass man die Wahrscheinlichkeit nicht als
Term darstellt, sondern mithilfe der binompdf-Funktion).

Flotl Flokz Floks TABLE SETUP # “q
1Bl -binomedfcE | ThlStart=A 11 B1BEZ
217 H2 aThl=1 1z V- TERE
~Yz=Nl Indrnt.: e
wes Oerand: -An0gg
wy= Ai511
M= azrEy
~MWE=

Die Wahrscheinlichkeit, dass in n = 30 Schokoriegeln mindestens 2 Zauberspiegel sind,
berechnet man wieder mithilfe der binomcadf-Funktion:

l—b%hnmchiSEalf
T L a411498517

| Aufgabenstellung Teilaufgabe c)

Die Schokoriegel werden auch in Packungen verkauft, welche nach folgendem Verfahren
gepackt werden:

In eine Packung werden so lange (zuféllig der Produktion entnommene) Schokoriegel
(mit oder ohne beiliegenden Zauberspiegel) gepackt, bis ihr Inhalt mindestens 400 g
wiegt. Jeder Schokoriegel ohne Zauberspiegel wiegt 40 g, ein Zauberspiegel zusétzlich

10 g. Marion kauft eine (zufillig ausgewdhlte) solche Packung.

(1) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Marions Packung genau 400 g
Inhalt hat.
[Zur Kontrolle: Die Wahrscheinlichkeit betrigt 23,83 %.]

Die von Marion gekaufte Packung habe tatsdchlich 400 g Inhalt.

Die ZufallsgrolSe X beschreibe die Anzahl der Zauberspiegel in Marions Packung.

(2) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsgrofe X, indem Sie die
in der folgenden Tabelle fehlenden Werte ermitteln:

k 0 4 8

P(X =k)

(3) Bestimmen Sie die erwartete Anzahl von Zauberspiegeln in Marions Packung.
(18 Punkte)
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| Anforderungsprofil Teilaufgabe c) |

1 [(1) ermittelt die Ereignisse E; bis E-. 4 (111)
2 |(1) bestimmt die gesuchte Wahrscheinlichkeit. 4 (11)
3 |(2) ermittelt die Wahrscheinlichkeitsverteilung. 6 (II)
4 |(3) bestimmt den Erwartungswert. 4 (11)

| Modelllésung Teilaufgabe c) |

(1) Damit eine solche Packung mit Schokoriegeln genau 400 g Inhalt hat, muss eines der
folgenden drei Ereignisse eintreten:
E1: Es befinden sich 10 Schokoriegel in der Packung, die alle keinen Zauberspiegel
enthalten.
Es: Es befinden sich 9 Schokoriegel in der Packung, wobei 4 von ihnen einen Zauber-
spiegel beinhalten und 5 keinen.
Es: Es befinden sich 8 Schokoriegel in der Packung, wobei alle einen Zauberspiegel
beinhalten.
Weniger als 8 Schokoriegel konnen sich nicht in der Packung befinden, da sonst ein
Riegel mehr als einen Zauberspiegel enthalten miisste, was nicht zuldssig ist.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betrigt

6 10 9 1 4 6 5 1 8
P(E,+E,+E)=|=| +| |-|=| =] +| =] =0,2383=23,83%.
7 4)\7) \7 7

(2) Die Zufallsgrée X kann nur die Werte 0, 4 und 8 annehmen (s. (1)). Die Wahrschein-
lichkeitsverteilung von X bestimmt man, indem man die Wahrscheinlichkeiten der Er-

eignisse E1, E> und E5 unter der Bedingung, dass die Packung 400 g wiegt, ermittelt.

B
P (F51) = P("Der Inhalt if(lfglt) genau 400 g") - P(E, +7E2 +E) = 10,8361 = 185,81 %
GG
Pioog(E,) = L) ST T 0101921019 %

P("Der Inhalt wiegt genau 400 g") ) P(E,+E,+E,)
Proog(E3) =1 = (Pyog(E, ) + Py (E,)) = 0%

In tabellarischer Form:

X 0 4 8
P(X =x) 89,81 % 10,19 % 0,00 %

(3) Der gesuchte Erwartungswert betragt:

E[X]=0-0,8981+4-0,10194+8-0=0,4076
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| Einsatz des GTR

Die einzelnen Wahrscheinlichkeiten lassen sich mithilfe der binompdf-Funktion berechnen:

binomrdf C18. 1.7 | . 214AS23E156
Ha binomprdtf 9. 1-7.4

_ . 214ASEE15E |0
binomrdf 9. 1-7.4 | B2 2 TAVELE
binomprdtc2.1-7.8
B2 2TAVERE |2

?iHDNPdFiﬁalfF:E 1.7 34e63236E -7

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten errechnen sich als Quotienten:

e

binomrdt 18,17 |binomFrdf 9, 174 |[binomedf (8. 1.7 .5
Aarschinomerdf C18. [doChinompdfcld. 1 [P Chinomedf {16, 1
17 @r+binomedfC <7 Ba+binomedf 2 [<7 . Ba+binomedf C3
Al dd+bhinomEd [ 17 d2+bhinomeds | 127 da+binomedf
FiB.1-7F.822 (S 1772822 CE.1-72822

. 2951282445 . . 1B1SV1827Y . r. 27816556817

Der Erwartungswert kdnnte auch so bestimmt werden, dass man die gerade berechneten
Wahrscheinlichkeiten einzeln in einer Liste L2 abspeichert, die Werte der ZufallsgréBe in
einer Liste L1, sodass dann die Summe (sum-Befehl im List-Men() der Produkte der
Elemente aus beiden Listen den Erwartungswert ergibt.

binomrdf C18: 1-7: |binomrdf o3, 1.7 4 |binomrdf oS, 1.7, 8
BrsCbinomrdf 18, Do CbinompdfclE. 1 |2 CbinompdfClE, 1
17 @r+binomedfC <7 Ba+binomedf 2 [<7 . Ba+binomedf C3
2 l-sVa42+binomed |2 17 42+binomrdt |2 147 42+binomFdf
§ﬂ8:1HF=E}h+in1 B 178003l 020 (021780032030

. 3931282445 . 1813718277 . r.2r2les5ele-y

L1 Lz Lz 1 [MAMES OFS |GEME  |sumcli#lz 2

g9Ei: | limine 4EAFLE99334
10187 28 maxy |

0
I.|

FE-F Simeant
e 3imediand
SLIM

s Frodd
LiiyI= rlstdlewr

| Aufgabenstellung Teilaufgabe d)

Zur Steigerung ihres Bekanntheitsgrades beauftragt die Schokoladenfabrik eine Agentur
mit einer Werbekampagne. Es wird vereinbart, dass die Agentur eine besondere Priamie
bekommen soll, wenn sie nachweisen kann, dass nach der Kampagne mindestens 60 %
der Bevolkerung den Markennamen kennen.
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(1) Dazu wird eine Umfrage unter 200 zuféllig ausgewihlten Personen durchgefiihrt.

Bei dieser Umfrage kennen 126 der Befragten den Markennamen.

Bestimmen Sie auf Basis der Stichprobe ein 95 %-Konfidenzintervall fiir den unbe-
kannten Anteil p der Personen in der Bevélkerung, die den Markennamen kennen.

Entscheiden Sie, ob die Prdmie an die Agentur ausgezahlt werden muss.

[Hinweis: Zur Bestimmung des Konfidenzintervalls K darf ohne Beweis folgende

fl (1=} /i‘ (1=}
Naherung benutzt werden: K =| h, —1,96- M;hn +1,96- M
n n

Dabei bezeichnet h die relative Hiufigkeit der Personen, die den Markennamen

kennen, sowie n den Stichprobenumfang. ]

(2) Ineiner Umfrage unter n zufillig ausgewdhlten Personen gaben ca. 63 % an, den

Markennamen zu kennen.

Bestimmen Sie die minimale Anzahl n von Personen, die befragt worden sein miissen,
damit das 95 %-Konfidenzintervall fiir den unbekannten Anteil p nur Werte enthilt,
die gréfser oder gleich 0,6 sind. (13 Punkte)

| Anforderungsprofil Teilaufgabe d)

1 |(1) berechnet das Konfidenzintervall. 3(D)

2 (1) entscheidet, dass die Pramie nicht ausgezahlt werden muss. 2 (1)
3 [(2) ermittelt einen Ansatz zur Bestimmung des gesuchten n. 4 (1II)
4 |(2) ermittelt das gesuchte n. 4 (11)

| Modellldsung Teilaufgabe d)

(1) Mit Hilfe der angegebenen Formel berechnet man das Konfidenzintervall:
h,= 0,63, n =200, also K =[0,5631; 0,6969] .
Da auch Werte kleiner als 0,60 innerhalb des Konfidenzintervalls liegen, ist nicht
nachgewiesen, dass p groBBer oder gleich 0,60 ist. Daher muss die Pramie an die Agentur
nicht ausgezahlt werden.

(2) Gesucht ist das minimale n, fiir das bei einer beobachteten relativen Haufigkeit von
0,63 gilt:
Die untere Grenze des Konfidenzintervalls fiir den gesuchten Anteil p ist groller oder

gleich 0,60.
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Das gesuchte n ermittelt man unter Anwendung der angegebenen Naherungsformel fiir

das Konfidenzintervall durch Losen des folgenden Ansatzes nach n:

0,63-(1-0,63)
n

0,60S0,63—1,96-\/

0,2331
n

< 1,96- <0,03

0,2331 _ 0,03
Jn T 1,96
1,96-4/0,2331
@JHZ;
0,03
~2
S 1,96°-0,2331
0,03’

&n =994,9744

Es miissen also mindestens 995 Personen befragt worden sein.

Benutzt man nicht die in der Aufgabe gegebene Ndherungsformel zur Bestimmung des
Konfidenzintervalls, sondern die genauere Methode zur Konfindenzintervallbestimmung
mit Hilfe der Normalverteilungsapproximation, so kann alternativ auch so vorgegangen
werden:

Die untere Grenze des Konfidenzintervalls zur beobachteten relativen Haufigkeit h, bei

bekanntem n bestimmt man durch Lésen der folgenden Gleichung nach p:

h =p+1,96- ,L—P)
n

Das in dieser Aufgabe gesuchte n ermittelt man, indem man in diese Gleichung (zur
beobachteten relativen Hiufigkeit h, = 0,63) fiir p den Wert 0,6 einsetzt und dann nach

n auflost:

0,63=0,6+1,96- 0,6-(1-0,6)
n
< 1,96- 0’24=D,03
n
0,24 0,03

Jn o 1,9
oy 2 196:4/0,24
0,03
~1,96°-0,24
0,03
& n=1024,43

(=}

Es miissen also mindestens 1025 Personen befragt worden sein.
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| Einsatz des GTR

Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 95 % unterscheidet sich die relative Haufigkeit X/n in
der Stichprobe von dem zugrunde liegenden Anteil p in der Gesamtheit um hdchstens
1,960/n. Gesucht sind also alle Werte von p, fir die gilt: p— 1,96c/n < X/n < p + 1,960/n

Hier ist n = 200 und X/n = 126/200 = 0,63. Um die Grenzen des 95 % -Konfidenzintervalls
zu bestimmen, kann man die drei Funktionen mit

Y= x—1,96~1/%ox) S Y, = x+1,96~1/%6"/) und ys = 0,63 untersuchen:

Flatl Flotz Flot:
~1BR=1. 96T CEE
1-H32-28E7
wMeBR+l. 96 CEE
1-H32-28E7
~WxE.63

~u=l

wMe=

Flatl Flotz Flot:
~1BR=1. 96T CEE
1-H32-28E7
wMeBR+l. 96 CEE
1-H32-28E7
~WxE.63

~u=l

wMe=

=

Die Schnittstellen von y; mit y3 bzw. von y» mit y; bestimmen die Grenzen des Konfidenz-
intervalls. Diese kann man naherungsweise mithilfe der trace-Funktion, exakt mithilfe der
intersect-Option des calculate-MenUs oder der Wertetabelle (fable) bestimmen:

YR+l OE TR0 =R 200

Y=H-1. 96k R - R0 00 !

W= EEZBZO70 LY=.632EE0E7 .

W= B91Y4B936 Y= BZFUTELE .

'|'2 n+l, E|E=-I'=-I'IIH=-I'=II:I. HII.-'EIIIIII_

ﬂ B #;#£f;f

[ //

//"

el

Fnr'sl: CUFYET E-ai:-:-nd i:ur".'-z'-' Intcrseckion
Y=Eg9z98Y4E . |H=E —_— | W=ERlEEENl LV SRE e
R EEEE B T N D T L e T i L I [

f =

f =

Firsk curve™ SecondcUuryeT E[I'It'EI"ElEE
B SERE Tl L= PROEAT0Z . |Bo PEPEINOY N=EE o . . |HeERSATENE JYSEE . . .
TAELE SETUF H | Ve T 1V [ Ve
Tblstart=.63 I BZHBY | .PEZ1E E£EQ 49018 | .6z7B1
aTE1s bt S, (S| | 2| e
Indrnt.: A=k | -
o GzANZ | .7EEBE : yazzy | .GZ07E
Oerend: (SR A=k | Pivmm| £5505 | Sizas Ehz | yB4zg | (EEiFN
_G9Y Gz0iz | .FEFEF gy | yoozr | LExErE
"G 621109 | .PEERL ‘Ept | yBEzd | (xRl
mn=,. 693 =06
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Durch alle drei Methoden erhalt man das 95 %-Konfidenzintervall [ 0,562 ; 0,693 ].

Es weicht von dem in der Modellldsung bestimmten Intervall ab, da der zugrunde liegende

Naherungsansatz von einem symmetrisch zum Stichprobenergebnis liegenden Intervall
ausgeht (was nur naherungsweise der Fall ist).

Fir alle Werte p aus diesem Intervall gilt, dass das Stichprobenergebnis X = 126 innerhalb

der 1,960-Umgebung von u = 200 - p liegt, also mit p vertraglich ist. (p = 0,562 ist der
kleinste Wert; das Stichprobenergebnis liegt am oberen Rand der 95 %-Umgebung um
den Erwartungswert u; p = 0,693 ist der gréBte Wert; das Stichprobenergebnis liegt am
unteren Rand der 95 %-Umgebung um den Erwartungswert p.)

Die Gleichung 0,63=06+196- 06-04 kann man wieder grafisch |6sen:
X

Flatl Flakz Flokz WIKOOL

N = =R A= ST gy min=Q hhq__

L P Arax=1200 i

~NeB. 63 Asc1=1006 '

~hr= Ymin=H

~hy= Yrax=1

~Ne= Yaol=.1

~Me= wres=1 0

Auch bei Verkleinerung des Fensterausschnitts kann man den Schnittpunkt kaum
erkennen; jedoch kann man den Schnittpunkt der beiden Graphen anhand der
Wertetabelle oder der intersect-Option herausfinden. Nach beiden Methoden ergibt sich
ein minimaler Stichprobenumfang von n = 1025.

# Y4 Yz
10zz | .5300m4 | .63
1023 | 5200z | 63
1024 B
10zE : B3
10z6 | .5z098 | .63
10z7 | .62086 | .63
10z8 | .5208E | g3
Y=, 6299915023533

Yi=.6+1.96¢ 0. 64 4/ 0H)

First curye?
A=Al

YZ=.B2

fecond Curve?
A=Al

Ettl"!tttil:ll'l

I
ik Lt s o Ty o - ——
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