En beromd foljd av tal

Vi ska i detta dokument studera en varldsberémd
talserie som kallas Fibonaccis talfoljd. Den forekom-
mer i manga olika sammanhang i matematiken,
naturen, konsten och arkitekturen. De som &r
intresserade av denna talfoljd kan hitta otrolig
mangd material. Bland annat forekommer den i
boken Da Vinci-koden och den har fascinerat manga
manniskor under lang tid. Gor garna en sokning pa
Google och se hur manga traffar du far. Det finns
otroligt mycket material.

Vi tror att manga matematikintresserade elever pa
gymnasiet kan ha intresse denna aktivitet, aven om
man formellt studerar talféljder forst i kurs 5. Dar
tar man ju upp begrepp som rekursion.

I matematiken har du sdkert studerat sekvenser av
tal, eller det vi kallar talféljder, som ganska enkla
saker. Det ar ju listor med tal som &r ordnade i en
viss ordning. Langden pa dessa talféljder ar oandligt
eftersom vilken slumpmassig lista med siffror som
helst duger. Men vissa typer av talféljder ar inte
slumpmassiga. Vi jan ta vanlig geometrisk talfoljd. |
en sadan erhalls varje element fran det féregaende
genom att multiplicera det med samma bestamda
tal. Ta till exempel talfdljden: 3, 9, 27, 81, 243 &r en
geometrisk talfoljd dar varje element erhalls genom
att multiplicera det foregaende med 3.
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Samma sak géller om du till exempel har 1000 kr
som du satter in pa ett bankkonto till 5 % ranta.
Efter ett ar har 1050 kr och detta belopp forrantas
nu med 5 % igen.
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Lat oss saga att tillvdaxten 3,9, 27 osv handlar om
levande organismer och att tredubblingen sker p3
ett en manad sa skulle resultatet efter ett ar bli

3,9, 27,243, .... och till slut

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HF []

312
|

Efter ytterligare nagon tid kommer denna talféljd
att vaxa sig mycket stor och det valdigt snabbt eller
till och med mycket snabbt. Men beskriver den har
typen av talfoljder verkligen naturen?

Det beror pa. Denna typ av tillvaxt, som vi oftast
kallar exponentiell tillvaxt, kan faktiskt forekomma i
manga situationer. Men dven om exponentiell
tillvaxt sker under en viss tid kan den inte paga for
evigt eftersom de organismer som snabbt forokar
sig sa smaningom kommer att uttomma sina
resurser. Det kan handla om mat eller tillgangligt
livsutrymme. Kan det finnas andra forklaringar till
att den exponentiella tillvéxten inte kan l6pa pa?

Nej, inte riktigt. For att forklara det, 13t oss ga
tillbaka till bérjan av 1200-talet. Da dyker det upp
en ung varldsvan man. Fibonacci, pa scenen. Efter
manga utlandsvistelser atervdande han tillsammans
med sin familj till Italien och inspirerad av vad han
lart sig om matematik under sina resor skrev han en
bok. Den har boken innehéll ocksa en fundering
over ett matematiskt problem som visade sig ha en
mycket intressantare och mer hallbar |6sning an
man kunde forestalla sig. Hans matematiska fraga
verkar ganska enkel. Se nasta sida.
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Om tva nyfodda kaniner placeras i en falla, hur
manga kaniner kommer da att finns i fallan efter
ett ar? For att kunna besvara fragan antog
Fibonacci foljande:

o Nar ett kaninpar forokar sig blir avkomman
alltid en hane och en hona

o Kaniner forokar sig en gang i manaden

e Redan nadr de dar en manad gamla kan de féréka
sig.

e Sedan naturligtvis: de forsvinner inte fran fallan
och de dor aldrig.

For att borja besvara fragan kan vi téanka oss hur
manga kaninpar det finns i borjan av varje manad.
Borja med det nyfodda par som finns i borjan av
den forsta manaden. Dessa tva forsta nyfodda ar for
unga for att reproducera sig den manaden, sa vi
borjar den andra manaden med 1 par ocksa.

Hittills ar talféljden alltsa 1, 1.

Vi fortsatter:

| bérjan av den andra manaden ar det ursprungliga
paret tillrackligt moget for att para sig. Som ett
resultat av detta fods ett nytt kaninpar i slutet av
den andra manaden. | bérjan av den tredje
manaden har vi alltsa totalt 2 par:

1,1,2

Det ursprungliga paret parar sig aterigen i borjan av
den manaden, men det nyfodda paret ar fort-
farande omoget. Det ursprungliga paret producerar
ytterligare ett par avkommor, sa i borjan av den
fjarde manaden har vi totalt 3 par kaniner. Sa har
blir nu sekvensen rdknat fran férsta manaden

1,1,2,3,
Vi fortsatter!

| borjan av den fjarde manaden parar sig tva par
(det ursprungliga paret och det forsta paret som
foddes) och ett par ar fortfarande omoget. De tva
paren som parade sig producerar vardera ett nytt
par, vilket ger oss fem par i borjan av den femte
manaden. Nu har vi sekvensen

1,1,23,5

Vi gar vidare med ytterligare en manad. | borjan av
den femte manaden parar sig tre par, men de tva

senaste paren som just har fotts ar fortfarande
omogna. Efter att de tre nya paren med avkommor
har fotts flyttar var total till 8 par.

Nu &r var sekvens denna:
,1,23,5,8

Man borjar ana ett monster! Om vi sager att nasta
term ar 13 och termen darefter 21. S har alltsa:

Tricket ar att varje tal i Fibonacciféljden erhalls
genom att addera de tva foregaende:

1,1,2,3,5,8,13,21, ..

Det har betyder ju at vi kan rakna ut hur manga par
vi har efter 12 manader:

1,1,23,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144

Nu maste vi lagga till ett tal till eftersom alla tal
representerar antalet vid borjan av manaden. |
borjan av manad 13 finns det da 89 + 144 = 233
kaninpar.

Om vi som nu tar hansyn till att organismer, till
exempel kaniner, inte kan férdka sig omedelbart
efter att de har fotts sa har detta faktum en nastan
dramatisk effekt pa befolkningstillvaxten. Efter 12
manatliga fordubblingar forutspar exponentiell
tillvaxt 8192 (212 kaniner)!

Det ar ett tal som dr mer dn 17 ganger sa stort som
233.

Sa har ser tillvaxten ut grafiskt. Vi jamfor alltsa
Fibonacciserien med manatliga férdubblingar. Den
réda kurvan drar snabbt ifran den bla Fibonacci-
kurvan.
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Fibonaccifoljden &r ju ocksa en férenklad modell.
Levande varelser dor ju sa smaningom.
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Nu kommer vi inte att ta upp hur Fibonaccitalen
forekommer i naturen. Detta ar ju ett matematiskt
dokument och vi koncentrerar oss pa matematiken i
denne talserie.

Det blev en lang utlaggning om kaniner. Men det
var ju sa det startade fér ca 900 ar sedan! Vi ska nu
ta upp nagonting som heter. Gyllene snittet och
som har starkt samband med Fibonacciféljden.

Gyllene snittet eller ¢ (grekiska bokstaven fi), dr det
forhallande som erhalls nar en stracka delas i en
langre del a och en kortare del b sa att hela strackan
a + b forhaller sig till a som a forhaller sig till b. Se
figur.

a b

o 2 ©
- _/

—
a+b

a+bistoaasaistob

Vi kan stalla upp detta som en ekvation:

atb a

a b
Detta ger att

(a+b)-b=d’

Om den kortare strackan, b till exempel, ar 1 sa far
vi ekvationen

(a+1)-1=a’
Det hér ar en vanlig andragradsekvation och den

kan vi l6sa. Vi skriver forst om den pa den form vi ar
vana vid:

a’—-a-1=0

1 1
azgi /Z+1 som kan forenklas till

+1++/5
a= >

Vi &r nu bara intresserade av den positiva roten sa
det varde pa a vivill at ar:

1+\/§
a=

2

Ett ndrmevarde pa detta tal far vi pa raknaren:
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(1+]5]).2

e k018033383

En rektangel med proportionerna 1,61803:1 far
vi om vi bygger pa rektangeln nedan med nya
kvadrater. Visertalen 1,1, 2, 3,5, 8. Om vi
fortsatter far vi talen 13, 21, dvs. nasta tal ar
summan av de tva féregaende. De hér talen
kdnner du igen fran kaninerna.

Det visar sig att kvoten mellan tva pa varandra
féljande tal i denna talserie just nérmar sig
I6sningen till ekvationen.

Se skarmbilden har:
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13-8
e 2 2. 828
21/13
e 206109884615
3421
. 14619047619
55-34

1817647059

En rektangel med proportionerna 1,61803:1 far vi
om vi bygger pa rektangeln nedan med nya
kvadrater. Vi ser nedan talen 1, 1, 2, 3, 5, 8. Om vi
fortsatter far vi talen 13, 21, dvs. nasta tal ar
summan av de tva féregaende.

2
1]t

Har dr bredd/héjd-forhallandet 1,625

13
21

3 ]W 3

w

Har ar bredd/hojd-forhallandet 1,619
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Nu kommer vi till den punkt i aktiviteten dar vi ska
fa raknaren att berdkna dessa Fibonaccital med en
enkel formel. Vi ska anvadnda en rekursiv metod. Vi
definierar har vad en rekursiv talféljd ar:

En talfoljd ar rekursiv om nasta tal i talféljden foljer
fran tidigare tal enligt en bestamd regel. Tal som
behovs for att satta i gang foljden kallas start-
vdrden.

Vi tar ett enkelt exempel:

Du sparar 1000 kr i manaden i en fond som vixer
med 6 procent i manaden. Hur mycket har du i
fonden efter 6 manader?

Skriv in 1000 i grundfénstret och tryck pa [enter].
Skriv sedan direkt

(x]1.07+1000

och tryck pa igen. Upprepa nu detta genom
att tryck pa flera ganger.

Startvardet ar 1000 och regeln fér berdkningarna ar
att multiplicera med 1,07 och sedan lagga till 1000.

Vi tittar pa hur det ser ut pa raknaren.

1006
SRR 122 §
Svarxl.87+1000
et eenaen e 28T
Svar*l.@7+10600
. 3214, 9
Svar*l.07+1606

.....2439.943

Fran borjan har vi 1000 kr. Efter en manad sa har
detta belopp forrantats med 7 % och sedan lagger vi
till det manatliga sparandet pa 1000 kr. Detta
upprepas sedan gang pa gang!

Nu ser vi bara vad du har efter 3 manader pa
skarmen. Vi trycker pa tre ganger till:
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e et e T E L P
Svar*l.07+1606
i, 3439, 943
Svar*l.@7+10600
i, D408 73901
Svar*l.@7+10e00
i 41032298740
Svar*l.07+1606

.....B654,. 021093

Nu behover vi inte halla pa sa har och trycka pa

en massa ganger. Tryck pa instillnings-
tangenten och still in graf- och funktionslaget
till SEKV pa femte raden. Man kan ju pa raknaren
arbeta med manga olika former av matematiska
relationer.
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ATERSTALL ALLA "y="'-LINJESTILAR

FUMKTION PARAMETRISK POLER
DOT-THICK THIN DOT-THIN
SERVEMTIELL

o+bi re~(aL)
HORISONTELL GRAF-TARELL
ERAKTYP: Uned

SVAR: DEC
STAT=-DIAGHOSTIK: Av [T
STAT-GUIDER:[F] &V

STALL KLOCKA B3/85/15 10:58 AH
SVEMSER

SFRAK:

Tryck nu pa tangenten [Y=] och skriv in sa har:
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Dindl  Dind2z  Dind3

TYPE: SEEVIR+1) SEEVIRn+2)
aMin=1
INulnYERCA-1)=1.07+1000
u(l1JE1066

ul2)=

INvinl=

v(ll)=

wi{2)=

Nwinl=

Vi har har en talfoljdsformel och den heter u. For att
komma at tangenterna och kunna skriva in u sa ser
du att den &r[2nd]-funktion till tangenten [7]. For att
skriva n s trycker du pa (x.76n].

Nar du ar klar sa trycker du pa [table] for att fa
en tabell. Se till att du har en tabellinstallning som
borjar pa 1 och steget mellan varje varde ar 1. Man
trycker da pa [tablset]och gora sina instéillningar.

Sa har blir tabellen:
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TRYCKE PA + FOR &sThl
wixd

JETT:
2a7a
3214.9
4439.9
E7EA.7
7153.3
8654
16268
11973
13816
15784
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Nun ar du redo att skriva in uttrycken for
Fibonacciféljden. Se nedan.

ﬁﬁEﬁf?ﬁﬁjﬁﬁiTEﬁIﬁﬁiTﬁ_____iT
Dindl  Dind2z  Dind3

TYPE: SEEVIR+1) SEEVIR+2]
aMin=1
IsNulRYBuln=1)Y+uln=2)
u(ll}El

ul2JEl
Isvin)Bvin=1)+vin=2)
v(1JE1

w{2)82

IswinIBvin) ulnd

Vi har har tva talfoljdsformler och de heter u och v.
For att komma at tangenterna och kunna skriva in u
och v s& ser du att de &r [2nd]-funktioner till tangen-
terna (7] och (8]. Fér att skriva n s& trycker du pa
(xzen].

Om du tittar pa de réda och bla uttrycken pa skdarm-
bilden ovan sa har vi skrivit in att vi ska berdkna
summan av tva startvarden u(1) och u(2) respektive
v(1) och v(2). Uttrycket med u ar det riktiga Fibo-
nacciuttrycket med startvarden 1 och 1 medan for
talféljden v sa borjar vi med startvardena 1 och 2. Vi
hoppar alltsa 6ver en term 1. Anledningen ser du i
den tredje talféljden w dér vi ska berdkna kvo-

ten av tva pa varandra foljande tal (kallas konse-
kutiva tal).

Sa har blir det da.

NORHAL FLYT AU !;m RAD HF Y
TRYCK # FGR ATT REDIGERS
ks Wi uird [0 D]

1 1 1 1

2 1 2 2

3 2 3 15

4 3 5 1.6667

5 5 8 16

b 8 13 1.625

? 13 21 1.6154

a8 21 kL) 1.619

9 3y £5 16176

ia 5Lt a9 1.6182

i1 89 FUCEN 1618 |
w(l1)=1.6179775280899

Nu kan du bladdra dig ner och se nya Fibonaccital.
Nar far du ett Fibonaccital som ar storre &n en
miljon?

Man kan faktiskt astadkomma en formel fér
Fibonaccitalen i sluten form. Den har formeln kallas
Binets formel. Den kan skrivas sa har pa raknaren

) @5y -5y
2”5

Prova nu att skriva in denna formel och ta sedan
fram en tabell.

u(n

Ett alternativ till att rita talféljderna i grafdelen pa
raknaren ar att gora det med ett kalkylprogram. Vi
visar har hur det ser ut med kalkylbladsappen hos
TI-Nspire.

Aordning  Efib c 28001
2400
1 1 1 startvarde
2 2 1 strartvarde2 0004
: -
4 4 3 1600
5 5 5 2
6 6 8 1200
7 7 13
800
8 8 21
g 9 34 400
10 10 55
11 11 89 0 @
12 12 144 T T T T T T T T T
am = Eon 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
{ >
:b]+b2 ordning

Da skriver man i kolumn Ain 1 och 1i de tva forsta
cellerna. | cell A3 skriver man =al+a2. Sedan
kopierar man denna cell och markerar nedat ett
antal rader i cellen och valjer klistra in.
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