Logistiska funktioner

Vi vet att exponentiell tillvaxt inte kan fortga i all
evighet. Exponentiella modeller kan visserligen
vara anvandbara pa kort sikt, men de blir mindre
och mindre giltiga ju langre de pagar. Tank pa
berattelsen om riskornen pa schackbradet dar
antalet korn férdubblas for varje ruta. Med

64 rutor blir det

2% —1 eller 18 446 744 073 709 551 615
riskorn pa bradet.

Sa smaningom maste alltsa en exponentiell
modell borja ndrma sig ett visst gransvarde, och
da tvingas tillvaxten att avta. Darfor ar det ofta
battre att anvdanda en modell med en 6vre grans i
stallet for en exponentiell tillvaxtmodell, dven om
den exponentiella tillvaxtmodellen fortfarande ar
anvandbar pa kort sikt innan den nérmar sig
gransvardet.

Den logistiska tillvaxtmodellen ar ungefar
exponentiell i bérjan, men har en minskad
tillvaxttakt ndr man narmar sig modellens 6vre
grans. Den brukar kallas bdrkraft. Fér konstan-
terna a, c och r representeras den logistiska
tillvaxten for en population under tiden x av
modellen

_ c
Y ltae™
dar a, c och r ar positiva konstanter.

Du kommer att undersoka logistiska funktioner
genom att plotta dem och darigenom upptacka
egenskaper hos dessa.

Borja nu med att plotta den enklaste logistiska
funktionen, namligen
Y= 1

1+e™

Har har alla konstanterna vardet 1.

Stall in ett fonster som har xmin=-5, xmax=5,
ymin =- 0,1 och ymax=1,25.

Sa har blir da plottningen:

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HF n

Ya=1/01+e"(=§1

H=@ ¥=0.5

Vi ser att kurvan med den skalning vi har kan
liknas vid ett utdraget liggande S.

1. Vilka varden har funktionen for stora negativa
och positiva varden pa x? Du kan anvanda
raknarens tabellfunktion for detta. Nedan
visar vi forst tabellen for x-varden fran -5 till 5
med steget 1.

NORHMAL FLYT AUTO REELL RAD HP
TRYCK FiA + FOR aTbl
Y1
5.0067
-y 0.818
-3 8.4 7Y
=2 B.1192
-1 9.2689
1] 0.5
1 8,731l
2 a.8808
3 8.9526
Y 0982
5 8,9933
#=-9

For att visa funktionsvarden for andra x-varden sa
trycker du pa —och fyller i mallen s& har

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HF n

TRBELLIMNSTALLNING
TblStart=
aTbl=1
Oberoende:Auto
Bero: Fraea

2. Nu kan du skriva in vilka x-vdarden som helst
och fa ut y-vardet. Hur skulle du beskriva
funktionen som du plottat mer a@n att den har
formen av ett utdraget S?
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3. Om du trycker pd [calc] kan du numeriskt
berdkna derivatans varde i olika punkter.
Vilket varde har derivatan for x =0? Vilka
varden har derivatan for x-varden som ar
mindre och storre an 0?

Tank pa att du med raknaren dven kan plotta hur
derivatan som en funktion dven om du inte kan
gora en algebraisk berdkning. Man far da
anvanda en numerisk derivata.

| inmatningsfaltet for funktioner ska det se ut sa
har om vill plotta bade funktion och dess deri-
vata.

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HF n

Diadl Diad2 Diad3
NY181-(1+e™)
INY 2B (Y1) yey
EMY 3=

Du kopierar in mallen for derivator genom att
trycka pa tangenten och sedan vilja MA
och till sista alternativ 8: nDeriv.

MORHAL FLYT AUTO REELL RAD HP n

EEl NUM KPX SAN BRAK
1:»Brak

2:vDec

33

g: 3[(

SHE)

6:fMin(

7 fMax(

EHnDeriv(

lfnint(

Plotta nu bada funktionerna. Har du gjort ratt sa
ser det ut sa har:

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HP n

w

AT 1

/|

4 Visa att derivatafunktionen kan skrivas som

X

y_e_
(e +1)

Plotta nu den logistiska funktionen

c
rx

= l+a-e”
for olika varden pa konstanterna a, coch r. Vi
tittar nu bara pa positiva x-varden. For
konstanten a kan vi till exempel lata den anta
vardena 1, 2 och 5 och da kan vi skriva in som ett
funktionsuttryck sa har:

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HF []

Cinal  lieae e s
INY1E0-(1+{1,2,.5 % ")

Vi har alltsa lagt in en lista, {1,2,5} i stéllet for ett
enstaka tal. Graferna for tre olika varden pa a
plottas da sa har

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HF []

\“{'::xi:

Anvand sedan de verktyg som finns pa rédknaren
for att undersoka funktionerna.

Undersok

e skarning med y-axeln, dvs vardet for x=0.

e Gransvardet for stora varden pa x

e | vilken punkt funktionerna lutar mest, dvs har
sin storsta tillvaxthastighet.

Nu varierar vi konstanten c. Vi later den ha vardena
1,2 och 5.

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HF []

Climal o DiedE iesE s
ENY1E01, 2,53 (14 ™)
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HORHMAL FLYT AUTO REELL RAD HF n

Yi={l2s52 1427 0HD)

e
P

H=E. 2121212 ¥=1.9891589

Vad kan du utldsa fran de tre graferna?

Slutligen sa varierar vi nu konstanten r. Vi skriver
alltsa har i editorn for funktioner:

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HP [I

Din393

Diodl Diad2
INY 181/ (1+e (HEEYRE]

Har ar graferna for tre olika varden pa konstanten
r.

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HP n

Y4=1/(1+6"(~[12+5 1 KR))

Lo

o

H=6.1893929 Y=0. 7205054

Préva garna med andra varden pa konstanterna.
Anvand for att spara i kurvorna och bland
analysverktygen finns ocksa en funktion for att
berakna derivatan numeriskt i olika punkter. Tryck
da pa [calc] och vilj alternativ 6: dy/dx.

Har ar nu en sammanfattning om tre viktiga
punkter pa en logistisk funktion och hur vardena
hanger ihop med konstanterna a, c och r.

V= bc’irlkraf‘f

.
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\"/ Punkt dar tillvaxten
dr storst
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startvdrde (V= 0

(2624

Vi ser att den punkt dar derivatan art storst (kallas
inflexionspunkt) har ett varde som &r halva
barkraften (c/2). Du kan ocksa prova att rakna ut
x-koordinaten fér den punkten som In(a)/r. Den
funktion vi har ovan ar

7

V= 1+6e"

Vi 6vergar nu till nagra enkla tillampningar pa
logistiska funktioner.

Exempel — Influensaepidemi

En influensaepidemi sprider sig snabbt i en
population. Den hastighet med vilken den sprider
sig beror pa tva faktorer:

e Ju fler personer som har influensan, desto
snabbare sprids den

e och ju fler icke-smittade personer det finns,
desto snabbare sprids den ocksa.

Dessa tva faktorer gér den logistiska modellen
[amplig for att studera spridningen av smittsamma
sjukdomar. Det ar ocksa uppenbart att det finns ett
storsta varde for antalet smittade personer. Det ar
hela populationen.

Till exempel finns det vid tiden t = 0 en person i ett
samhalle med 1 000 personer som har influensa. |
det samhallet kan alltsa hogst 1 000 personer ha
influensa. Forskningen sager att fér denna specifika
influensa sa ar den logistiska tillvaxtkonstanten
r=0,65. Uppskatta antalet personer i detta sam-
hadlle som kommer att ha haft denna influensa
efter tio dagar respektive 20 dagar
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Forutsag ocksa hur manga personer i detta sam-
halle som kommer att ha haft denna influensa
efter en langre tidsperiod.

Sa har den nu den logistiska kurvan ut. Vi har
dessutom lagt in ekvationen for en vagrat linje.
Berdkna skarningspunkten och tala om vad man da
har raknat ut.

HOEHAL FLYT AUTO REELL RAD HP n

Exempel -Hur vdxer en solros?

-~

Tabellen nedan visar héjden pa en solros nar den
vaxer under 10 veckor. Tiden har matts i veckor
och hojden aricm.

Tid (veckor) Ho6jd (cm)
18
33
56
90
130
170
203
225
239
247
251

O |INOD LD IWIN|RL|O

=
o

Mata nu in data i statistikeditorn och plotta nu
forst ett spridningsdiagram. Det bor bli ungefar sa
har om du staller in ett bra fonster.

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HF n
Dia31:L1.L2
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Anvand nu rdknarens inbyggda funktioner fort att
gobra en logistisk regressionsanalys. Tryck pa
tangenten [stat], vélj sedan BERAK och sedan
Logistisk i listan. Se figur nedan.

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HP n

REDIGERA TESTER
d4tLinReg{axt+b)
5:KvadReg

&' KubikRe9
7:d4-9radsReg
8:LinRe9el(atbx)
S:LnRe9

B:ExpRe9

A:PotRe9

EMLosistisk

Sedan kan nasta fonster se ut sa har, beroende pa i
vilka listor du har lagt dina data. Vi vill att den
framrédknade logistiska uttrycket ska hamna pa
plats Y1 i funktionseditorn. Man kopierar in y1
genom att trycka pa tangenten [vars], viljer Y-VAR
och sedan Y1 i listan.

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HF n

Logistisk
Xlista:Li
Ylista:l:
FrekvlLista:
Lasra ReoEkw:Y1#
Berakna

Markera Berdkna och tryck pa [enter].

Sa har blir resultatet:
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Logistisk
w=c/{1+ae”( ~bxDh
3=13.06939386
b=0.65088999

.c=256.6554?4

Plotta nu den logistiska funktionen genom att
trycka pa [graph]. Hur pass bra stimmer den
logistiska regressionsmodellen med data?
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