Primitiva funktioner och
berakning av areor

For att arbeta med denna aktivitet fordras att man
kanner till begreppet primitiv funktion och kan be-
rakna sadana for enkla funktioner.

Till att borja med ska vi utforska en algebraisk/
geometrisk metod for att bestimma arean som
finns mellan en kurva och x-axeln. Kan man an-
vanda den primitiva funktionen for att bestimma
arean under en kurva?

Vi borjar med att titta pa nagra exempel dar vi
bestammer arean som finns mellan nagra linjara
funktioner och x-axeln. Vi kallar de funktioner vi da
far fram for areafunktioner och betecknar dem
A(x). Har betyder det da arean under linjen fran y-
axeln fram till ett varde x.

N y (

Vi har har en rat linje vars ekvation kan skrivas

y =kx+m. Arean under linjen mellan 0 och x kan
berdknas genom att lagga ihop arean av rektan-
geln och triangeln. Vi far:

x-kx  kx?
=T+mX

AlxX)=m-x+

For linjen y=x+3 farvida
2
A(x) ==X—+3x
2
Men det ar ju en primitiv funktion till y =x+ 3!
Vi berdknar nu arean under linjen mellan x = 0 och
x=4.

2 1 2
Vi far A=%+mx= 4

+3-4=20

Om vi ska berdkna arean fran a i stallet kan vi
rakna hela arean av det fargade omradet och
sedan dra bort arean fran 0 till den streckade
linjen vid x = a.

ka

3

Om vi nu gor berdkningen med funktionen y=x+3

och g-vardet 1 far vi

kx? [kaz J
A=——+mx— T+ma =

2
1-4* 1-1°
- +3.4-( +3-1j:16,5
%,—/ 2
20 35

Nu ska vi géra dessa berdkningar numeriskt med
raknaren och plotta Areafunktionen/Primitiva
funktionen i Y2 enligt skarmbilden nedan. Tryck pa
fnint i enter]-menyn nar du har markéren pa plats Y2
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och fyll i mallen enligt nedan. Vi ska alltsa plotta

areafunktionen och sedan berdkna arean nar x=4.
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Har ser du resultatet. Arean mellan x =0 och x =4

ar 20. Det stammer ju med tidigare berakning.

NORMAL FL¥YT AUTO REELL GRADER HMFP n

YoofnInt(Y1:8:0:%)
a5
v fa
Fi
Fi
F
r "
FJ
x
F
ri
i
Fd
£ |
%o
Pl
¥=Yy Y=20

Vill vi ha berdkningen av arean mellan x= 1 och
X =4 sa skriver vi sa har:
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Nu plottar vi areafunktionen och sparar i grafen.
x =4 ger vardet 16,5.
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Vi far resultatet 16,5, precis som berakningarna i
vanstra spalten.

Nu forstorar vi fonstret sa att vi tydligare se de
bada areafunktionerna.
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Vi kan skapa tva areafunktioner genom att valja
berdkning av arean fran x-virdena 2 och 3.

Sa har ser da inmatningsfonstret ut:
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Och sa hér plottningen i ett bra fonster.
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Titta pa den sista delen inom parentes i uttrycket

kx’ ka?
A=—+mx—| —+ma
2 2

For linjen y =x+3 ar k-vardet 1 och m-vardet =3.
a-vardet ar 1, 2 och 3 for den bla, grona och bruna
kurvan och kurvorna har da forskjutits 3,5, 8 resp.
13,5 steg jamfoért med den réda kurvan. Se uppstall-
ningen nedan.

ka? 1-1°
a=1 i+ma = +3-1|=3,5
2 2
ka? 1.2?
a=2 i+ma = +3.2 =8
2 2
ka* 1-3?
a=3 %+ma =| —-+33|=135

Alla fyra kurvorna ar primitiva funktioner till y=x+3.

Vi kan alltsa skriva dem som
2

F(x)=X7+3x+C dirC=0,-3,5,-8, -13,5.

Om vi plottar dem blir det sa har:
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Vi far samma kurvskara som overst i denna spalt.

Tips:
Du kan plotta alla fyra funktionerna pa en gang om du

skriver
2

y =X7+3x+{0,—3.5,—8,—13,5}

Anvand alltsa klammerparenteser. Tryck pa
resp. D]

Ar det alltid s& att den primitiva funktionen kan
anvandas for att bestdmma arean under en kurva?
For vara linjara funktioner verkar det vara sa.

Vi genomfor inte resonemanget i sin helhet

A ¥ flx

-

¥ x+h

Arean av det fargade omradet ar ungefar
f(x)-h. Det stammer inte exakt eftersom det
inte ar en rektangel men om vi later h vara
valdigt litet s kommer det att stamma battre.
Om vi sedan later h ga mot noll sa stimmer det
exakt.

Vi kan da stélla upp féljande
A(x+h)—A(x)

Alx+h)—A(x)=~ f(x)-h N

~ f(x)

Nu Iater vi h ga mot noll:
lim A(x+h,3—A(x) .

h—0

Detta ar ju derivatans definition och vi kan da
alltsa slutfora vart resonemang: derivatan av
A'(x)=f(x). A(x) &r alltsd en primitiv funk-
tion till f(x).

Nu blir det betydligt enklare att berdkna areor
under linjen y = x+3. En primitiv funktion ar

2
y=%+3x eftersom y'=x+3.
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Hur ska vi nu berdkna arean av det roda omradet?

A(4) ar ju arean till vanster om x=4 och A(1) ar
arean till vanster om x=1. Det betyder att den
fargade arean kan skrivas

A(4)- A1)

Och da vi nu har konstaterat att areafunktionen
A(x)= den primitiva funktionen F(x) sa kan den roda
arean skrivas som

F(4)-F(1)

Med symboler skriver man det har som
4

jx+3 dx

1

Man utldser detta som “integralen av f(x)=x+3
fran 1 till 4”.

b
Allmant skriver man If(x) dx=[F(x)]Z =F(a)—F(b)

Vi ska berdkna den rodfargade arean. Den primitiva
2

funktionen ar F(x):X?+3x+C och da blir det sa

har

J‘x+3dx:{§+3x} —F(4)-F(1)=

1 1

42 1? 1
=—+3.4—| —+3-1|=8+12---3=161
2 2 2

Jamfor med den geometriska berakningen pa sid 2.

Om vi utgar fran den primitiva funktionen
2

F(x):X?+3x+C
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sa blir det sa har

jx+3dx={’;—2+3x+c} =F(4)-F(1)=

1
2 2
=4—+3-4+C— 1—+3-1+(: =
2 2
1
=8+12+£’—E—3—Z':16%
Konstanten C "forsvinner”. | berakningar med

integraler sa anvander man alltid primitiva
funktioner utan konstant.
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